FACULTAD DE INGENIERIA

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS

Iyl COORDINACION DE CIENCIAS APLICADAS

i vy, DEPARTAMENTO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Seargers ) SERIE TEMA 7
------------- R ANALISIS DE DATOS BIVARIADOS
PROBLEMAS CON RESOLUCION

Los datos siguientes corresponden a la emision de diéxido de carbono ( CO, ) de calderas
alimentadas por carbén (en unidades de 1000 ton) durante los afios 1995 - 2007. La variable
independiente (el afio) se estandariz6 para obtener la tabla siguiente:

Afo 0 5 8 9 10 11 12
Emision
de CO, 910 680 520 450 370 380 340

a) Estimar la recta de regresion.

b) ¢Existe una tendencia lineal significativa en las emisiones de CO, durante ese periodo?
Justificar su respuesta.

c) ¢Seria aconsejable usar la recta de regresion estimada para calcular la emision
promedio de CO; de las calderas alimentadas con carbdén en el afio 2030? Justificar la

respuesta.
Resolucion
a) El diagrama de dispersion es:
Diagrama de Dispersion
y = -49.667x + 911.67
R?=0.9869
1000
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La recta de regresion esta dada por: y=B,x+B,
A — A - N SS,,
donde: B, =y — B, X y B, =
SS
se sabe que:
7 7
-_1 -_1
X = Py X; , y = o Yi ,
n=1 n=1
7 7
XI yi



7 2
L XiJ
7 =
y SS, = z xe— M2

n=1

sustituyendo en cada caso:
55

X= = =7.857
7
y= @ =521.428
SS,, = 23570 - 200750 _ 35;—60 = - 5108571
SS,, = 535 — 3025 _ 720 _ 150857
7 7

_ 35760
A 7 35760 149
s 720 720 3

7

B, - 36750 .\ % (?j _ 2135 _ o116

por lo tanto el ajuste esta dado por:
y= 911.667 — 49.667 X

B

n=1

b) Se requiere SS,, = Z yi -
n=1

n
sustituyendo:
3650)”
SS, = 2160300 - Q =2160300 — 13322500 = 1799600 =257085.714
SS _
Xy 5108.57 _ 5108.57 0.993

r == = _ _
55,88, [102.857(257085.714)  5142.282

r? =(~0.993)" = 0.987

La tendencia lineal es muy buena.

c) No, porque el afio 2030 esta muy alejado de la informacion que se tiene.

Supdéngase que un ingeniero toma una muestra aleatoria de 10 embarques recientemente
enviados por camién de una compafiia y registra la distancia en kilémetros y el tiempo de
entrega, al mediodia mas cercano, y a partir del momento en que el embarque estuvo listo
para su transportacion.

Distancia
(x),[Km] 825 | 215 | 1070 | 550 | 480 | 920 | 1350 | 325 | 670 | 1215
Tiempo de
entrega 3.5 1.0 4.0 2.0 1.0 3.0 45 15| 3.0 | 5.0

(y). [dias]




a) Construir la gréfica de dispersion.
b) Estimar la recta de regresion.
c) Calcular el coeficiente de determinacion e interpretar el resultado.

Resolucién
a) El diagrama de dispersion es:

Diagrama de Dispersion

y =0.0036x + 0.11 ®

> [ ]
R“=0.9005
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b) La recta de regresion esta dada por: y=B,X+B,
donde:
ﬁo =Yy - ﬁl X
y
21 = :2 -
XX

Con n =10, se sabe que:
10

_ 1 _ 110
X_szi ; y =1 Yi ,

n=1 n=1
10 10
10 < Xi < yl
n= n=
SSy = Z XY — -
n=1
[ 10 Jz
X

10 -
y SS,, = xio M S

n=1 n
sustituyendo en cada caso:
x = 1020 _ 76,

10
— 285
=—— =285
y 1
7620)(28.5
SS,y = 26370 - M = 4653
7620)°

SS,, = 7104300 — Q = 1297860



sustituyendo:

B, = 4653 0036
1297860
Bo = 2.85-(0.0036) (762) = 0.11
por lo tanto el ajuste a una recta esta dado por:

~

y = 0.0036x+0.11

., 5]

c) Serequiere SS,, = Z yi -

n=1 n
sustituyendo:
28.5)°

SSyy =99.75 - u=18.525
se sabe que:

SS
fm 0 4653 —0.9489

JS5:SSy, 4/ (1297860)(18.525)

entonces:

r2 =(0.9489)" = 0.9004
La tendencia lineal es muy buena.

3. En la produccion de herramientas de acero, se ha considerado ilustrar la relaciéon entre la
deformacion (x) y la dureza Brinell (y).
a) Obtener la ecuacion de la recta de regresion.

b) Calcular el coeficiente de determinacion.
c) La dureza cuando la deformacion es de 25 [mm]

x [mm] 6 9 11 22 26 28 33 35

kg
y {mmz } 68 67 65 44 40 37 34 32

Usar los célculos siguientes
X y x? y’ X
Suma: 170 387 4496 20423 7012

Resolucioén
a) El ajuste de los datos a un modelo lineal de regresién por el criterio de minimos cuadrados
esta dado por

yzﬁo +ﬁ1 X
donde
Bo=Y-B.X
~ SS,,
ﬂlzg

XX
realizando los productos y las sumas, se tiene



b)

y X y X

X
6 68 36 4624 408
9 67 81 4489 603

11 65 121 4225 715

22 44 484 1936 968

26 40 676 1600 1040

28 37 784 1369 1036

33 34 1089 1156 1122

35 32 1225 1024 1120

Suma: 170 387 4496 20423 7012

de donde

- Z Xiz . (170)(387)

ss,, :Z Xy -2 =7012- 12 121175
— n 8
sustituyendo
~ SS —
b= 1211.75:_1.372
SS 883.5

XX

para calcular los promedios, se tiene

n

ZEZ X :%(170): 21.25

i=1

|

y
1% 1

y== —=(387)=48.375

y nZy' 8( )

sustituyendo
B, :48.375—(—1.372)(21.25):77.53

por lo tanto el modelo lineal de regresion es
y=77.53-1.372x
El coeficiente de correlacion esta definido por
SS
Xy

55, SS,,

calculando

n 2
” [Z y'} 387)’
ss zzyz_iﬂ— :20423_u=1701.875
vy — ! n 8

por lo que el coeficiente de correlacion es
-1211.75

- /(883.5)(1701.875)
El coeficiente de determinacién esta definido por




R?=(r)?=(-0.988)%=0.976

Se concluye que las variables tienen una buena relacién lineal, puesto que: R?=0.976
c) Sila deformacion es de 25 [mm], entonces
)7:77.53—1.372(25) =43.23

Se realiz6 un estudio para determinar los efectos de no dormir en la capacidad de las
personas para resolver problemas sencillos. La cantidad variaba de 8, 12, 16, 20 a 24 horas
sin dormir. Cinco personas participaron en el estudio. Se dio a cada persona, después de un
periodo especifico sin dormir, un conjunto de problemas sencillos de sumar y se registro el
namero de errores. Se obtuvieron los siguientes resultados

ndmero de

errores, (y) 8 10 14 12 16
ndmero de horas
sin dormir, (x) 8 12 16 20 24

a) Determinar la recta apropiada de minimos cuadrados para estos datos.
b) Trazar el diagrama de dispersion y la recta del inciso (a).

Resolucion
a) El ajuste de los datos a un modelo lineal de regresion por el criterio de minimos cuadrados
esta dado por

9:ﬁo +ﬁ1 X
donde
,Bo =y-4X
- SS,,
b= ss.
realizando los productos y las sumas, se tiene

X 'y X’ y? X
8 8 64 64 64
12 10 144 100 120
16 14 256 196 224
20 12 400 144 240
24 16 576 256 384
Suma: 80 60 1440 760 1032

de donde

n 2
n (in\] 2
S, =) X —~= =1440—@=160
i=1

n n

252V (80)(60)

S, =D XY, —e S =1082- =72
i=1
sustituyendo
~ S5, 72
=—Y-_—=-045
A SS, 160

para calcular los promedios, se tiene

13 1
X== .=—(80)=16
X niZ:l:x, 5( )

y



18 1
v==%"y ==(60)=12
y n;;y. 5( )

sustituyendo

A

B, =12—(O.45)(16)=4.8
por lo tanto el modelo lineal de regresion es

§=0.45x+4.8

b) El diagrama de dispersién y la recta del inciso (a) son

5. La siguiente tabla muestra datos sobre el desgaste de acero dulce Y y la viscosidad del aceite

X.

NUm. de errores

Diagrama de dispersion

20
15 °
[ J
10 y = 0.45x + 4.8
5 R*=0.81
0 T T T
7 12 17 22

NUm. de horas sin dormir

y [10™ mm°] 240 | 181 | 193 | 155 | 172 | 110 | 113 | 75 | 94
X 1.6 9.4 | 155 | 20 22 |35.5| 43 | 405 | 33
Las sumas relevantes, se muestran a continuacion:
Sumas
y 1333
X 220.5
Xy 26864.4
X? 7053.67
y? 220549

a)

b)

c)
d)

Trazar la gréafica de la dispersién de los datos. ¢ Parece conveniente el uso de un modelo
de regresion lineal?

Ajustar un modelo de regresion lineal simple.
Determinar el valor que se espera del desgaste cuando la viscosidad es 30
¢Puede considerarse valido el modelo? Justificar su respuesta.

Resolucion

a)




Diagrama de dispersion
300
e )
_ 200 s v
100 e
0
0] 10 20 30 40 50
X
b) El modelo es:
9: ﬁo +181X
9 9
9 Xi 2. Yi
=il 220.5)(1
XY, —% 26864.4——( 0 5;( 333)
B = = ~ —3.5086
' 0, (220.5)*
. X 7053.67 —
sz_ i=1
i 9

y
By =V-BX
By = %—(—3.5086)(220'? ~234.0718

El modelo queda:
y =234.0718 -3.5086x

c) Para el valor que se espera del desgaste cuando la viscosidad es 30, sustituyendo en el
modelo:
¥(30) = 234.0718 - 3.5086(30) ~128.8138

d) Para determinar si el modelo es valido debe obtenerse el coeficiente de determinacion.
El coeficiente de correlacion, esta definido por:

s,

NG sS,,

X5 —

9 2
L2 z
~ , |e= ~ (2205)°
SS ~ =7 705367 -——-=1651.42
9 9
{ 9 |
. (3] 2
. 1333
SS =ny—% =220549—%z 23116.8889



- Z Xiz . (220.5)(1333)

:~:sxy=z:xiyi——‘=l 9‘=1 =26864.4 " —— F——=-5794.1
i=1

sustituyendo:
SS,, -5794.1

~—-0.9378

r= =
\/SSXX SSyy \/(1651.42)(23116.8889)
Entonces el coeficiente de determinacién sera:

_ossy (-5794.1)°
S5,5S,  (1651.42)(23116.8889)

2 2

~0.8794

El ajuste es regular y puede considerarse valido el modelo dependiendo del error que se
esté dispuesto a cometer.

La siguiente tabla muestra la relacion que se presenta entre la pureza del oxigeno producido
en un proceso de destilacién quimica, contra el porcentaje de hidrocarburos que estan
presentes en el condensador principal de la unidad de destilacién.

Nivel de hidrocarburos | x (%) | 0.99 | 1.02 | 105 | 129 | 146 | 136 | 087 | 123 | 155 | 14
Pureza y (%) | 90.01 | 89.05 | 91.43 | 93.74 | 96.73 | 94.45 | 87.59 | 91.77 | 99.42 | 93.65

x(@%) | 119 | 115 [ 098 | 101 [ 111 | 12 | 126 | 1.32 | 143 | 0.95

y (%) | 9354 | 9252 | 90.56 | 89.54 | 89.85 | 90.39 | 93.25 | 93.41 | 94.98 | 87.33

a) Ajustar un modelo de regresion lineal simple.

b) ¢Puede considerarse valido el modelo? Justificar su respuesta.

Se sabe que:
Sumas:
X y ><2 y2 Xy
23.82 1843.21 | 29.0692 | 170044.5321 | 2205.5136
Resolucion
a) El modelo es:
y =5+ BX

20

20
S Xy, - 22, (23.82)(1843.21)
— =l

) 'T 2205.5136 -
B =1 - 20 ~14.6523
2 (23.82)°
" [Z xiJ 29.0692 —~— -
Z x2 _ \i=l
a 20
y
ﬁo =y- B\li
=182 —(14.6523)( zz'gzj ~74.7096

El modelo queda:
y =74.7096 +14.6523x

b) Para determinar si el modelo es valido debe obtenerse el coeficiente de determinacion.
El coeficiente de correlacion, esta definido por:



SS

Xy

55,5,

[ 20 2

20 XiJ 2

Z 23.82

SS = E 2_ N ) =29.0692—uz0.6996
20 20

{ ) Jz

20 Yi 2

_ 1843.21

SS. = yi =2 =170044.5321—¥z173.3769
w le, 20 20

20 20

¥ Z Xiz g 23.82)(1843.21)

SS, :Z XY —%:2205.5136—( ~10.2505
i=1

sustituyendo:
SS,y 10.2505 N

r= =
S5, S, 4/(0.6996)(173.3769)
Entonces el coeficiente de determinacién sera:
, ., S8 (10.2505)’

r?=R%= -
SS,SS,, (0.6996)(173.3769)

~ 0.8663

El ajuste es regular y puede considerarse valido el modelo dependiendo del error que se
esté dispuesto a cometer.

Una gréafica que aparece en el articulo “Thermal conductivity of polyethilenc: The effects of
cristal size, density and orientation on the thermal conductivity” sugiere que el valor esperado

L A S 10 .
de conductividad térmica y es una funcion lineal de — donde x es el grosor laminar [en
X

angstrém].

X

240

410

460

490

520

590

745

830

y

12

14

14

15

15

15

16

18

a) Trazar el diagrama de dispersion.
b)  Estimar los parametros de la funcion de regresién y su funcién de regresion.
c)  Pronosticar el valor de conductividad térmica cuando el grosor laminar es de 500 [A ]

Resolucion
a) Eldiagrama de dispersioén es



Diagrama de dispersion

y =0.0089x + 10.101

S 20

2 2 —
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b) Los parametros y el modelo, son

9 = ;éo + :élx
8 8
8 Z XIZ yl
) Z Xy, -7 8i:1 65920 (4285)(119)
B = 8 - 4285 —~0.0089
. (Z xij 2539825—u
2 \i=l
20
By =Y-PBX
By = %—(o 0089)(4285 j ~10.1079

El modelo esta dado por
¥ =10.1079 + 0.0089x

c) Para obtener la estimacion del valor de conductividad térmica cuando el grosor laminar
es de 500 [A], es

¥ =10.1079+0.0089(500) ~ 14.5579

La Procuraduria del Consumidor evalla anualmente distintas marcas de cigarros de acuerdo
con el contenido de alquitran, nicotina y monéxido de carbono (CO). La asociacion de
médicos considera peligrosas cada una de estas sustancias en la salud del fumador.
Estudios anteriores han demostrado que un aumento en el contenido de alquitran y nicotina
de un cigarro esta acompafado de un incremento en el monéxido de carbono emitido en el
humo del cigarro. La tabla siguiente muestra los valores para seis marcas de cigarros.

Alquitran| CO

Marca [mg] [mg]
Benson&Hedges 16,0 16,6
Camel Lights 8,0 10,2
Marlboro 15,1 14,4
Raleigh 15,8 17,5
Montana 17,0 18,5
Viceroy Light 8,6 10,6

a) Elaborar un diagrama de dispersion entre el contenido de alquitran (x), y CO (y)
b) Obtener la recta de regresion y trazarla en el diagrama de dispersién del inciso (a)



c) ¢Corroboran los resultados el hecho de que un aumento de alquitrdn conlleva un
aumento de mondxido de carbono?

d) ¢Considera que el modelo proporcionado es bueno? ¢Qué porcentaje del monéxido de
carbono emitido en el humo del cigarro queda explicado por el modelo?

Resolucidn
a) Eldiagrama de dispersion es:

Diagrama de dispersién

y = 0.8541x + 3.1736
R*=0.9328

N
o
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!
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=
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b) Los parametros y el modelo, son:

Y =B+ BiX
6 6
inzyi
EG:X-Y-—& 124680—M
= 6 ' 5 68.817
= 7= = ~0.8541

(80.50)° "~ 80.568

(26: xij 1160.61—

Por lo tanto el modelo esta dado por:
¥ =0.8541x+3.1741

c) De acuerdo a la gréafica, si se corrobora el hecho de que un aumento de alquitran
conlleva un aumento de monoxido de carbono.

d) Sies bueno el modelo que se obtuvo, ya que, el porcentaje del monoxido de carbono
emitido en el humo del cigarro queda explicado por el modelo de manera muy
aceptable como se observa en lo que sigue.

Para determinar si el modelo es valido debe obtenerse el coeficiente de determinacion.
El coeficiente de correlacion, esta definido por:

SS,,

55,55,

6 2
X )
, (&= (80.50)
SS,, :Z Xl - =1160.61-"— —-=80568



>

6 2
_ 87.80
ssWZE yf_—'=16 _1347.82 (8780)
i=1

=63.013

- Z i Z g (80.50)(87.80)

ss,, :Z XYy~ S _1246.80— = 68.817
6
i=1
sustituyendo:
SS,, 68.817

r= _ ~0.9658
JSS..SS,,  /(80.568)(63.013)

Entonces el coeficiente de determinacion es:

, o, SS? (68.817)’
rP=R?= = ~0.9328
SS,.SS,  (80.568)(63.013)

El ajuste es bueno puede considerarse valido el modelo, como se menciond
anteriormente.

Se llevé a cabo una investigacion para estudiar la relacion entre la velocidad [en pies por
segundo] y el ritmo de zancadas [en numero de pasos por segundo] de entre 11 corredores

de maratdn, se tienen los siguientes datos:
11 11

E (Velocidad ) = 205.4 E (Velocidad ) = 3880.08

n=1 n=1
11 11

(Ritmo) = 35.16 (Ritmo)’ =112.681

n=1 n=1
11

E (Velocidad )(Ritmo) = 660.13

n=1
Obtener la ecuacién de la recta de regresién que se utilizaria para pronosticar el ritmo de
zancadas a partir de la velocidad.

Resolucioén
Del enunciado se tiene n=11 y se sabe que la recta de regresion es

9:ﬁo+:é1x
donde

11 zxi Zyi (205.4)(35.16)

Xy — izt =l .
5 ziZl) Y, pp 66013 TR T _aswes
! (205_4)2 44,7018

1 2
" (Z Xij 3880.08 —
Z NN
= i 11



11

(Velocidad)
_ 205.4

X ="t =18.6727
n 1
y
11
(Ritmo)
y =0 _3510 51064
n 11

entonces
/3, =3.1964 —(0.0805)(18.6727) ~ 1.6932

por lo tanto el modelo esta dado por
y =0.0805x +1.6932



