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ECUACIONES DIFERENCIALES. 

 

TEMA 3. TRANSFORMADA DE LAPLACE. 

 

   

 

V               

 

              

 

W                   Definición de la trasformada de Laplace: 

 

)(...............).........(

)(...............).........(

)(................).........(

33

22

11

sFtf

sFtf

sFtf

                          

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹(𝑠)
∞

0

 

t  0,s 0 

 

                    𝑒−𝑠𝑡  kérnel o núcleo de transformación 

 

Para que a 

 

f (t) se le pueda aplicar la trasformada de Laplace debe tener las siguientes 

condiciones: 

 

1. Sea seccionalmente continua (continua a tramos). 

 

2. Sea de orden exponencial 

 

Recordando: Una función  es continua en un punto de abscisa 

 

t = a si cumple 3 

condiciones: 

 

1. 

 

lim
t →a

f (t) 

2. 

 

f (a) 

3. 

 

lim
t →a

f (t) = f (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 es una función seccionalmente continua en un punto de abscisa 

 

t = a si 

 

1. 
−→

)(lim tf
at

 

 

f (t)

 

f (t)

a 
t 

 

f (t) 

 

f (t) 
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QuickTime™ and a
TIFF (Uncompressed) decompressor

are needed to see this picture.

2. 
+→

)(lim tf
at

 

3. 
−→

)(lim tf
at

 



 

lim
t →a+

f (t) 

 

 

 

Contraejemplo 

 

f (t) = tant            

 

t =


2
 

 

 

 

1. =
−

→

t
t

tanlim

2


 

2. −=
+

→

t
t

tanlim

2


 

 

f (t) = tant  no es seccional mente continua en 

 

t =


2
. 

 

 

 

 

Orden exponencial. 

 

 

f (t) es una función de orden exponencial si al compararla con una función exponencial de 

la forma 

 

Mebt  donde M, b son constantes positivas. Si existe un punto de abscisa 

 

t = t0 a 

partir del cual la función 

 

Mebt  crece más rápidamente que 

 

f (t) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo: 

        

 

Mebt        

 

M = b =1 

 

 

 
 

f (t)=2

a 

t 

 

Mebt
 

 

f (t)  

 

t = t0 
t 

 

f (t) 

 

f (t)  Mebt
para 

 

t  t0 

 

f (t) = t
( ) tf t e=
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Para una función seccionalmente continua: 

 

 

 

  1 2
0

( ) ( ) ( ) .... ( )
a b

st st st

n
a n

f t e f t dt e f t dt e f t dtL


− − −= + + +    

 

Obtener la transformada de Laplace de las siguientes funciones. 

 








=

at

at
tf

1

00
)(  

 

 
0

( ) (0)
a

st st

a
f t e dt e dt


− −= + L  

             

 

= −
1

s
lim
b →

e−st

a

b

= −
1

s
0 − e−sa =

1

s
e−sa

 

 

 

 

 

1 0 1
( )

0 1

t t
f t

t

−  
= 


 

 

  ( ) ( )
1

0 1
( ) 1 0st stf t e t dt e dt


− −= − + L  

              

 

= e−stdt
0

1

 + −te−stdt
0

1



= −
1

s
e−st

0

1

+
t

s
e−st

0

1

+
1

s2
e−st

0

1

= −
1

s
e−s +

1

s
+
1

s
e−s +

1

s2
e−s −

1

s2

=
1

s2
e−s −

1

s2
+
1

s

 

 

Trasformada de Laplace de Funciones Elementales. 

 

 

f (t) = e t 2

 

f (t) =

f1(t)

f2(t)

.......

f3(t)

0  t a

a  t b

t  n

 

 

 
 

 

 
 

 

 

f (t) = e t 2  no es de orden 

exponencial. 
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Para 

 

f (t)=0  

 
0

0 0 0dt


= =L  

 

Para  

 

f (t) =1 

 

 

00
0

1 1 1
1 lim

1
1

b
st st st sb

b
e dt e e e

s s s

s




− − − −

→
= = − = − =

=

L

L

 

 

Para 

 

f (t) = t 

   

 

2 2 20
0 0

2

1 1 1
0 1

1

st st stt
t te dt e e

s s s s

t
s

 


− − −= = − − = − − =

=

L

L

 

 

Para 

 

f (t) = t 2 

   

 

2
2 2

2 3 30
0 00

2

3

2 2 2
0 1

2

st st st stt t
t t e dt e e e

s s s s

t
s

  


− − − −= = − − − = − −

=

L

L

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

3

3

4

1

0 0

1
1

1

2

6

!n

n

s

k
k k cte

s

t
s

t
s

t
s

n
t

s

L

L

L

L

L

L

L
+

=

=

= =

=

=

=

=

                         

 

s 0 n es  entero no negativo. 

 

Para 
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   ( ) ( )

 

0 0
0

( )

1 1
( 1)

1

at

s a t s aat st at

at

f t e a

e e e dt e dt e
s a s a

e s a
s a


  − − − −−

= 

= = = − = − −
− −

= 
−

 L

L

 

 

Primer teorema de translación. (En el dominio de s) 

 

  ( )
( ) ( ) ( )at

s s a
f t e F s F s a

→ −
• = = −L  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Como la transformada de Laplace es un operador lineal únicamente se define: 

 

     ( ) ( ) ( ) ( )af t bg t a f t b g t = L L L  

 

No se define 

     

 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )

af t bg t a f t b g t

f tf t

g t g t

  

 
 

 

L L L

L
L

L

 

 

Sea 
2

cosh)(
ktkt ee

kttf
−+

==  

 

      2 2

1 1 1 1 1 1
cosh

2 2 2 2

kt kt s
t e e

s k s k s k

−    
= + = + =   

− + −   
L L L  

 
2 2

cosh
s

t s k
s k

=
−

L  

 

 

F(s) 

F(s) 

F(s-a) 

s 



 6 

     

 

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
sinh

2 2 2 2

sinh

kt kt k
t e e

s k s k s k

k
t s k

s k

−    
= − = − =   

− + −   

=
−

L L L

L

 

 

 
0 0

0 0

1 1
cos cos cos sin cosst st st stk

kt e ktdt e kt e kt e ktdt
s s s

 
 

− − − − 
= = − − + 

 
 L  

                

 

=
k 2

s2
+1

 

 
 

 

 
 

−1

1

s
=

s

s2 + k 2
 

 
2 2

cos
s

kt
s k

=
+

L       s>0 

 

 
2 2

sin 0
k

kt s
s k

= 
+

L  

 

Teorema: 

 

  ( )( ) 1 ( )
n

nn

n

d
t f t F s

ds
= −L       n entero no negativo. 

 

 

1 2

3

2

1 2

t

s

t
s



−

=

=

L

L

 

 

Obtenga las siguientes transformadas de Laplace. 

 

 2 4tt e L Por el primer teorema de traslación. 

 
( ) ( )

2 4

33

4

2 2

4

t

s s

t e
s s→ −

= =
−

L  

 

  ( )
( )

2
22 4

32

1 2
1

4 4

t d
t e

ds s s

 
= − = −  −

L  
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   

 

3 1
2 2

3 3

2 2

3
2

3

2

3

2

3

2

d
t t t

ds
s s

t

s

 



   
   = • = − = − −
   
   

=

L L

L

 

 

 

 

 

 

 

Trasformada Inversa de Laplace. 

 

• Por inspección (tablas) 

• Por Fracciones parciales 

• Por Convolución. 

 

Obtener la trasformada inversa de Laplace de las siguientes funciones. 

 

 

F(s) =
1

s5

f (t) =
1

4!
t 4

 

 

 

 

F(s) =
1

s2 + 7

f (t) =
1

7
sin 7t

 

 

 

 

F(s) =
−2s + 6

s2 + 4
= −

2s

s2 + 4
+

6

s2 + 4

f (t) = −2cos2t + 3sin2t

 

 

 

( )

32

4324

23

4

3

6

1

2

3
31)(

13311331
)(

ttttf

sssss

sss

s

s
sF

+++=

+++=
+++

=
+

=
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 

F(s) =
s +1

s2 −1
=

s

s2 −1
+

1

s2 −1

f (t) = cosht + sinh t

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Método de Fracciones Parciales. 

 

Sea 

 

F(s) =
Q(s)

R(s)
 donde 

 

Q(s) y 

 

R(s) son funciones polinomiales. 

 

Primer caso. 

 

R(s) tiene raíces reales distintas. 

 

( )( ) ( )
nba

ns

N

bs

B

as

A

nsbsas

sQ

sR

sQ


−
++

−
+

−
=

−−−
= .......

...

)(

)(

)(
 

donde A, B, …, N son constantes a determinar. 

 

Segundo caso. 

 

R(s) tiene raíces reales repetidas. 

 

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )
......

( )
k k

Q s Q s A B K

R s s as a s a s a
= = + + +

−− − −
     K grado de multiplicidad.  

 

Tercer caso. 

 

R(s) tiene raíces complejas. 

 

 

Q(s)

R(s)
=

Q(s)

as2 + bs+ c
=

As + B

as2 + bs+ c
 

 

 

as2 + bs+ c   Expresión cuadrática irreducible 

 

Primer Caso. 
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Para 

 

s =1                          Para 

 

s = 2                         Para  

 

s = −4  

        

 

16 = A(−1)(5)

A = −
16

5

                   

6

25

)6)(1(25

2

=

=

=

B

B

s

                  

 

1= C −5( ) −6( )

C =
1

30

 

ttt eeetf

sss
sF

42

30

1

6

25

5

16
)(

4

30

1

2

6

25

1

5

16

)(

−++−=

+
+

−
+

−

−

=
 

 

 

 

 

 

 

Segundo Caso. 

 

 

F(s) =
2s + 5

s − 3( )
2

=
A

s − 3
+

B

s − 3( )
2

2s + 5 = A s − 3( )+ B

 

 

Para 

 

s = 3             Si 

 

11= B 

        

 

11= B                

 

s =1

7 = −2A +11

A = 2

 

 

F(s) =
2

s − 3
+

11

s − 3( )
2

f (t) = 2e3t +11te3t

 

 

 

 

 

 

 

( )( )( )

( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1

2

2

6 9

1 2 4

6 9
( )

1 2 4 1 2 4

6 9 2 4 1 4 1 2

s s

s s s

s s A B C
F s

s s s s s s

s s A s s B s s C s s

−
 + + 
 

− − +  

+ +
= = + +

− − + − − +

+ + = − + + − + + − −

L
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Tercer caso. 

 

( )( )
( ) ( )3)(4506

4343

506
)(

22

22

2

++++=+

+

+
+

+
=

++

+
=

sCBssAs

s

CBs

s

A

ss

s
sF

 

 

Para 

 

s = −3              para 

 

s = 0                           para 

 

s =1 

    

 

104 =13A

A = 8
                  

 

50 = 32+ 3C

C = 6
                       

 

56= 40+ 4B + 24

B = −2
 

 

 

F(s) =
8

s + 3
+

−2s + 6

s2 + 4

F(s) =
8

s + 3
−
2s

s2 + 4
+

6

s2 + 4

f (t) = 8e−3t − 2cos2t + 3sin2t

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F(s) =
4s

4s2 +1
=

s

s2 +
1

4

f (t) = cos
t

2

 

 

tetetf

ss

s
sF

ss

s
sF

ss

s

ss

s
sF

tt 2sin
2

9
2cos6)(

2)2(

9

2)2(

)2(6
)(

2)2(

3

2)2(

2)2(
6)(

2)2(

3

2)2(

6

64

36
)(

22

22

22

222

−− −=

++
−

++

+
=

++
−

++

−+
=

++
+

++
=

++

+
=
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 

F(s) =
1

s2 + 2s + 5
=

1

s + 2( )
2

+ 4

f (t) =
1

4
e−2t sin4t

 

 

 

Trasformada de Laplace de las derivadas sucesivas de la función 

 

f (t) (clase A). 

 

Se puede demostrar que si 

 

f (t) tiene las características anteriores, sus derivadas sucesivas 

 

f '(t), f ''(t)..... también son seccionalmente continuas y de orden exponencial, por lo tanto, 

son susceptibles de aplicarles la transformada de Laplace empleando la definición: 

 

 

 

 

 

 
0

( ) ( ) ( )stf t e f t dt F s


−= =L  

 

hagamos ( ) '( )f t f t→  

 

 
0

'( ) '( )stf t e f t dt


−= L  

 

Integrando por partes 

 

 

u = e−st dv = f '(t)dt

du = −se−st v = f (t)
 

 

 
0 0

'( ) ( ) ( )stf t e f t s f t dt


−= + L  

 
0

' ) (0) ( )stf t f s e f t dt


−= − + L  

   '( ) ( ) (0)f t s f t f= −L L   Trasformada de Laplace de 

 

f '(t)  

Hagamos: 

 

 
'( ) ''( )

( ) '( )

f t f t

f t f t

→

→
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   

   2

''( ) ( ) '(0)

''( ) ( ) (0) '(0)

f t s f t f

f t s f t sf f

= −

= − −

L L

L L
 

Transformada de Laplace de 

 

f ''(t) 

 

 

De la misma manera 

   3 2'''( ) ( ) (0) '(0) ''(0)f t s f t s f sf f= − − −L L  

 

Generalizando 

   ( ) 1 2 ' ( 1)( ) ( ) (0) (0) ..... (0)n n n n nf t s f t s f s f f− − −= − − − −L L  

 

Solución de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes empleando la 

Trasformada de Laplace. 

 

 

 

 

Sea la ecuación diferencial: 

 
( ) ( ) ( ) )1).......(('....... 1

2

2

1

1 tQyayayayay nn

nnn =+++++ −

−−  

 

Paso 1. Se aplica la trasformada de Laplace en ambos miembros de la ecuación (1). 

 

Paso 2. Se sustituyen las condiciones iniciales.  

 

Paso 3. Se resuelve la expresión anterior para 

 

Y(s) , es decir se obtiene la solución algebraica. 

 

Paso 4. Aplicamos la transformada inversa a 

 

Y(s)  para obtener la solución de la ecuación 

diferencial propuesta. 

 

Resuelva las siguientes Ecuaciones Diferenciales empleando la Transformada de Laplace. 

 

s
sYyssY

yy

yy
dt

dy

1
)()0()(

1

0)0(1

=−−

=−

==−

 

 

Y (s) s −1( )=
1

s

Y (s) =
1

s s −1( )
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 

Y (s) =
1

s s −1( )
=

A

s
+

B

s −1

1= A s −1( )+ Bs A = −1 B =1

Y (s) = −
1

s
+
1

s −1

 

 

Antitransformando 

 
tety +−= 1)(  

 

 

 

 

( )

( )( )

( ) ( )

tt

t

eety

ss
sY

BAsBsAs

s

B

s

A

ss

s
sY

s
ssY

s
sYyssY

yeyy

46

4

10

1

10

19
)(

4

1

10

1

6

1

10

19
)(

10

1

10

19
6472

4646

72
)(

4

1
26)(

4

1
)(6)0()(

2)0(6

+=

−
+

+
=

==++−=−

−
+

+
=

−+

−
=

−
=−+

−
=+−

==+

−
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( )

( )
( )

( )( )  ( )( )

( )

( ) 112

1

2

1
)(

1
2

1

2

1
)()22(1

)22(22

1
)(

122

1

11

1
)(

11

1
)(

11

1
)0()()0()0()(

0)0()0(cos

2

2

22

222

2

2

2

2

+−

+
−=

=−==+++−=

+−

+
+=

+−
=

−+−

−
=

+−−

−
=

+−

−
=−

+−

−
=+−−−

===−

s

s

s
sY

CBAsCBsssA

ss

CBs

s

A

sss
sY

ssss

s

sss

s
sY

s

s
sssY

s

s
yssYysysYs

yyteyy t

 

Antitransformando. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2 2

1

2 2

1

2 2

1 1
( )

2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1
( )

2 2 1 1 1 1

1
1 1 1 2( )
2 2 1 1 1 1

1 1 1
( ) cos sin

2 2 2

t t

s
y t

s s

s
y t

s s

s
y t

s s

y t e t e t

−

−

−

  
= + − + 

− + − +  

 − + 
= + − + 

− + − +  

 
 −

= + − + 
− + − + 

 

= − +

L

L

L

 

 

Función escalón unitario. 

 

Sea la función. 

 

0 0
( )

1

t a
f t

t a

 
= 


 

  

 

 

 

 

 

 

0 a 

1 

f(t) 

t 
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Transformada de Laplace de la función escalón unitario. 

 

( ) 

( ) 

( ) 

0
(0) (1)

1 1 1
lim 0

1

a
s t s t

a

b

s t a s as

b
a

a s

t a e dt e dt

t a e e e
s s s

t a e
s


− −

− − −

→

−

− = +

 − = − = − − = 

− =

 L U

L U

L U

 

 

Aplicando la función escalón unitario a una función 

 

f (t), gráficamente se anula la función 

hasta el valor 

 

t = a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Función expresada en términos de las funciones escalón unitario. 

 

Determine la Transformada de Laplace de la función expresada en la figura. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 

t 

f(t) 

( )t u t a −  

( ) ( )f t u t a −  

t 

f(t) 

a 

2 3 

-1 

2 










−



30

321

202

)(

t

t

t

tf  
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  3

( ) 2 4 ( 3)

2 4
( ) s

f t u t

f t e
s s

−

= − −

= −L
 

 

 

 

 

 

2 3

0 2 0

2 3

2 3 2

0 2

2 3

2 3

( ) 2 (0)

2 1 2 2 1 1
( )

3 1 2
( )

( ) 2 3 ( 2) ( 3)

2 3 1
( )

st st st

st st s s s

s s

s s

f t e dt e dt e dt

f t e e e e e
s s s s s s

f t e e
s s s

f t t t

f t e e
s s s


− − −

− − − − −

− −

− −

= − +

= − + = − + + −

= − + +

= − − + −

= − +

  

U U

L

L

L

L

 

 

 

3

0 3

3

3 3

3

3

( ) 2 2

2 2 2 2 2
( )

4 2
( )

st st

st st s s

o

s

f t e dt e dt

f t e e e e
s s s s s

f t e
s s


− −



− − − −

−

= −

= − + = − + −

= − +

 L

L

L

3 

2 

-2 

2 0 3
( )

2 3

t
f t

t

 


− 
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 

 

 

2

1
2

0 1

2

2 3

1

2 3

0 0 1
( )

1

( ) (0)

2 2
( )

1 2 2
( )

st st

st st st

t t t

t
f t

t t

f t e dt t e dt

t t
f t e e e

s s s

f t e e e
s s s


− −



− −

− − −


= 



= +

 
= − − − 

 

= − − −

 L

L

L

                

 

 

 

Segundo Teorema de Traslación (En el dominio de t). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

as

as

f t a u t a F s e

F s e f t a u t a

−

− −

− − =

= − −

L

L

1 

t 

f(t) 

a 

f(t) 

t 

 

f (t − a)u(t − a)  
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Ejemplo. 

 

   

   

2 2

2

( 2) ( 2 2) ( )

( 2) ( 2) 2 ( 2)

1 2s s

tu t t u t a

t u t u t

e e
s s

− −

− = − + −

= − − + −

= +

L L

L L  

 

  ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )  ( ) ( )  ( ) ( )  ( ) 

( ) 

22 2

22

22

22

22

2 2 2 2

3 2

( 2) 2 4 4

2 4 4

2 4 2 2 4

2 4 2 4

2 2 2 4 2 2 4 2

2 4 4
2 s s s

t u t t t t

t t t

t t t

t t t

t u t t u t t u t u t

t u t e e e
s s s

− − −

− = − = − +

= − + −

= − + − + −

= − + − +

− =  − − − − + −

− = + +

L

L L L

L

 

 

Forma alterna del segundo teorema de Traslación. 

 

   ( ) ( ) ( )asg t u t a e g t a−− = −L L  

 

Ejemplos. 

 

   

  ( ) 
 

2

2

2

22

2 2

2

3 2

( 2) ( 2)

1 2

( 2) 2

4 4

2 4 4

s

s

s

s

s

tu t e t

e
s s

tu t e t

e t t

e
s s s

−

−

−

−

−

− = −

 
= + 

 

− = −

= + +

 
= + + 

 

L L

L L

L
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( )  ( ) 

 

 

( )  2 2

sin sin

sin cos sin cos

sin

1
sin

1 1

s

s

s

s
s

tu t e t

e t t

e t

e
tu t e

s s










 

 



−

−

−

−
−

− = +

= +

= −

− = − = −
+ +

L L

L

L

L

 

 

 

 

 

 

Resolver: 

 

 

 y + y = f (t) y(0) =0      donde  
0 0 1

( )
5 1

t
f t

t

 
= 


 

( )

( )

( ) (0) ( ) 5 ( -1)

5
1 ( )

5
( )

( 1)

( )

5
( )

( 1) 1

5 1 5 5

5 5
( )

1

s

s

sY s y Y s t

s Y s e
s

Y s e
s s

H s

A B
H s

s s s s

A s Bs A B

H s
s s

−

−

− + =

+ =

=
+

= = +
+ +

= + + = = −

= −
+

U

 

 

Antitransformando. 

 

( )  )1(55)(

55)(

1 −−=

−=

−−

−

tuety

eth

t

t

 

 

Resolver. 

 

 

 y +2y = f (t) y(0)=0         Donde 
0 1

( )
0 1

t t
f t

t

 
= 


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1

0 1

2 2

( ) (0) 2 ( ) 0

1 1 1
( ) 2 ( )

st st

s s

sY s y Y s te dt e dt

sY s Y s e e
s s s


− −

− −

− + = +

− = − − +

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1)

f t t t u t u t

f t t t u t

f t t u t

= − − − − −

= − −

= − −

  

1)0(0)0()( ===+ yytfyy       Donde   

0 0

( ) 1 2

0 2

t

f t t

t



 



 


=  
 

 

 
2 2

( ) ( 1)

( ) ( 1)

1 1 1
( ) st

g t tu t

f t t tu t

f t e
s s s

−

= − −

= − −

 
= − − 

 
L

1 

1 

t 

f(t) 

 

g(t) = −tu(t −1)  
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 

s2Y (s) − sy(0) −  y (0) + Y (s) =
1

s
e−s −

1

s
e−2s

s2Y (s) −1+ Y (s) =
1

s
e−s −

1

s
e−2s

Y (s) s2 +1( )=
1

s
e−s −

1

s
e−2s +1

Y (s) =
1

s s2 +1( )

H(s)

e−s −
1

s s2 +1( )

H(s)

e−2s +
1

s2 +1( )

H(s) =
1

s s2 +1( )
=

A

s
+

Bs + C

s2 +1( )
1= A s2 +1( )+ Bs A =1 B = −1 C = 0

H(s) =
1

s
−

s

s2 +1( )
h(t) =1− cost

 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ttuttutty

t

tt

tth

sin2cos1cos1)(

cos1

sinsincoscos1

cos1)(

+−+−−+=



+=

+−=

−−=−






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Convolución. 

 

𝒇(𝒕) ∗ 𝒈(𝒕) = ∫ 𝒇(𝝉)𝒈(𝒕 − 𝝉)𝒅𝝉 = 𝒉(𝒕)
𝒕

𝟎

 

 

Propiedades 

 

1. fggf =  Conmutatividad  

2. 

 

f  g h = f  g( ) h = f  g h( ) Asociatividad. 

3. ( ) ctsnbanfbfaff n =+++ ,.....,,....21  

 

a f  f1( )+ b f  f2( )+ ....+ n f  fn( ) Distributividad con respecto a la suma de 

funciones. 

 

Teorema de Convolución. 

 

   0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

f t g t f t g d F s s   = − = L L  

 

Ejemplo. 

 

 

H(s) =
1

s2 +1( )
2

=
A + Bs

s2 +1
+

C + Ds

s2 +1( )
2

1= A + Bs( ) s2 +1( )+ C + Ds( )

1= As2 + A + Bs3 + Bs + C + Ds A = 0 B = 0 D = 0 C =1

H(s) =
1

s2 +1( )
2

 

 

Del teorema de convolución  

 

 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F s G s f t g t h t−  =  =L  

Aplicando el teorema de convolución 
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( )

( )

( )

















−−=

−=

−=

−==

=→
+

=

=→
+

=

+


+
=

+
=









t
t

tt

t

t

dt
t

th

dtdtth

dttth

dtttth

ttg
s

sG

ttf
s

sF

sss
sH

0
0

2

0

2

0

0

0

2

2

2222

2cos
2

1

2

1
cossin

2

sin
)(

sincoscossinsin)(

sincossincossin)(

sinsinsinsin)(

sin)(
1

1
)(

sin)(
1

1
)(

1

1

1

1

1

1
)(







  

 

 

 

h(t) =
sin3 t

2
− cost

1

2

0

t

−
1

4
sin2

0

t 

 
 

 

 
 

h(t) =
sin3 t

2
− cost

1

2
t −
1

4
sin2t

 

  
 

  

h(t) =
sin3 t

2
−
1

2
t cost +

1

4
cost sin2t sin2t = 2sin t cost

h(t) =
1

2
sin3 t −

1

2
t cost +

1

2
cos2 t sin t

h(t) =
1

2
sin t −

1

2
t cost
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   

 
0

0

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

t

t

f g f t g d F s G s

f d F s
s

  

 

 = − = •

=





L L

L

 

 

 

  ( )0

1 1 1

1 1

t
te d

s s s s

 − = =
− −L  
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Integral de Volterra 

 

 

𝒇(𝒕) = 𝒈(𝒕) + ∫ 𝒇(𝝉)𝒈(𝒕 − 𝝉)𝒅𝝉
𝒕

𝟎

 

 

 

Ejemplo: 


−+=

t
t deftf

0
)(1)(  

    Integral de Volterra. 

 

( )

( )

( )

0

2

( ) 1 ( )

1 1
( ) ( )

1

1 1
( ) 1

1

1 1 1
( )

1

1
( )

2 2

1 1
1 2

2 2

1 1
( )

2 2 2

1 1
( )

2 2

t
t

t

f t f e d

F s F s
s s

F s
s s

s
F s

s s

s A B
F s

s s s s

s A s Bs A B

F s
s s

f t e

 −= +

= +
−

 
− = − 

− − 
= = − 

−
= = +

− −

− = − + = =

= +
−

= +

L
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FUNCIONES ESCALÓN UNITARIO Y RAMPA UNITARIA  

Aplicando la función escalón unitario: 

𝑓(𝑡) = (3 −
1

2
𝑡) − (3 −

1

2
𝑡) 𝑢(𝑡 − 2) + (−1 + 𝑡)𝑢(𝑡 − 2) − (−1 + 𝑡)𝑢(𝑡 − 4) +

(−3 + 𝑡)𝑢(𝑡 − 4) − (−3 + 𝑡)𝑢(𝑡 − 6) + 3𝑢(𝑡 − 6)  

       

 

 

 

 

 

 

2

2

4

4

6

6

1
( ) 3

2

1
3 ( 2)

2

1 ( 2)

1 ( 4)

3 ( 4)

3 ( 6)

3

s

s

s

s

s

s

f t t

e t

e t

e t

e t

e t

e

−

−

−

−

−

−

 
= − 

 

 
− − + 

 

+ − + +

− − + +

+ − + +

− − + +

−

L L

L

L

L

L

L

L

                                                 

  2

2

2

2

2

4

2

4

2

6

2

6

3 1
( )

2

2 1

2

1 1

3 1

1 1

3 1

3

s

s

s

s

s

s

f t
s s

e
s s

e
s s

e
s s

e
s s

e
s s

e
s

−

−

−

−

−

−

= −

 
− − 

 

 
+ + 

 

 
− + 

 

 
+ + 

 

 
− + 

 

 
+  

 

L

 

Aplicando la transformada de Laplace: 

 

  2 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6

2 2 2 2 2 2

3 1 2 1 1 1 3 1 1 1 3 1 3
( )

2 2

s s s s s s s s s s sf t e e e e e e e e e e e
s s s s s s s s s s s s s

− − − − − − − − − − −= − − + + + − − + + − − +L   

Simplificando: 

  2 2 4 6

2 2 2

3 1 1 3 2 1
( )

2 2

s s s sf t e e e e
s s s s s s

− − − −= − − + − −L Escriba aquí la ecuación. 

 

 



 27 

Si 

𝑓(𝑡) = 𝑡 = 𝑟(𝑡)  función rampa 

 

Aplicando la transformada de Laplace a función rampa:  

Formulario:     

 

 

2

2

1
( )

1
( ) as

r t
s

r t a e
s

−

=

− =

L

L

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )1 1{ ( )} 0 ( ) 3 ( ) 1 ( 2) 1 (t 2) ( 2) ( 4) (0 1) ( 6)
22

f t r t u t r t u u t r t
   = − − + + − − − − − + − − + − − =    

L   

2
2 4 6

2 2 2

1 1 3 3 1 2 1

2 2

s
s s se

e e e
s s s s s s

−
− − −= −  + + − −  −   

O sea: 

  2 2 4 6

2 2 2

1 3 3 1 2 1
( )

2 2

s s s sf t e e e e
s s s s s s

− − − −= − + + − − −L   
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Transformada de una Función Periódica. 

 

Si 

 

f (t) es seccionalmente continua y de orden exponencial y de período 

 

T , entonces: 

  

 
0

1
( ) ( )

1

T
st

st
f t e f t dt

e

−

−
=

− L  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obtener la Transformada de Laplace de la función periódica representada en la figura 

siguiente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     
 

 

 

 

T = 2

1 2 
3 

t 

f(t) 

 

T =1 

t 

f(t) 

1 2 3 

 

1 

-1 



 29 

 

 

 

1 2

2 0 1

1 2

2

0 0

2

2

1
( )

1

1 1 1
( )

1 1

1 1 1
( )

1

st st

s

st st

s

s s

s

f t e dt e dt
e

f t e e
e s s

f t e e
e s s

− −

−

− −

−

− −

−

 = −
  −

 
= − + 

−   

 
= − −  

 L

L

L

 

 

 

Función Impulso Unitario o delta Dirac. 

 

En muchos fenómenos mecánicos o eléctricos se presenta el caso de una excitación 

momentánea por ejemplo la aplicación de una fuerza intensa o de un voltaje (fem) intensa y 

momentánea.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Función pulso unitario. 

0

0 0

0

0

0 0

1
( )

2

0

( ) a

t t a

f t t a t t a
a

t t a

f t t t

 

t0 

 

t0 − a 

 

t0 + a 

a a 

t 

f(t) 

 

1

2a
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Si  

 

 

 

a → 0

1

2a
→ 

 

f(t) 

t 

 
t 

f(t) 

Función impulso Unitario cuando 

 

a →0 
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 

a →0
lima t − t0( )=  t − t0( ) función impuso unitario o Delta de Dirac. 

 

 

( )    ( ) 0 0 0
0

lima
a

t t t t t t 
→

− = − = −L L L  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De la función pulso. 

( ) ( )

  ( ) ( )

  ( ) ( )

( )  ( ) ( )

( ) 

0 0

0 0

0 0

0 0

0

0 0

0
0

0
0 0

1 1
( ) )

2 2

1 1
( )

2 2

1
( )

2

1

2

( )

22

lim

limlim

t a s t a s

t a s t a s

t a s t a s

a

as ast s t sas as
t s

a a

f t u t t a u t t a
a a

f t e e
as as

f t e e
as

t t e e
as

e ee e e e
t t e

asas





− − − +

− − − +

− − − +

→

−− − −
−

→ →

= − − − − +      

= −

 = −
 

  − = −   

− −
− = = 

 

L

L

L

L

( ) 

( ) 

0

0 0

0

0

0

( )
sederiva con respectoa

2

2

2

lim
as as

t s

t s t s

a

se se
t t e a

s

s
t t e e

s





−

−

− −

→

+
− =

− = =

  =
  

 
  

L

L
 

 

( )  0

0

t s
t t e −

− =L     si   

 

t0  0  
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 ( ) 1t =L                si    

 

t0 = 0  

 

 

 

Ejemplo 1 
 

Resuelva: 

 

( )

( )

( ) ( )





+


=

+−−=

+
+

+
=

+=+

=+−−

==−=+

−

−

−















2sin4cos

20cos
)(

cos22sin4)(

11

4
)(

41)(

4)()0()0()(

0)0(1)0(24

22

2

22

22

ttt

tt
ty

ttutty

s

s

s

e
sY

sessY

esYysysYs

yytyy

s

s

s



 

 

 
 
Ejemplo 2 
 

Resuelva la siguiente ecuación diferencial. 
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 

  y − y = t − 2 y(2) = 3  y (2) = 0

y(t + 2) = x(t)

 y (t + 2) =  x (t)

  y (t + 2) =   x (t) x(0) = 3  x (0) = 0

  y (t + 2) − y(t + 2) = (t + 2) − 2

  x (t) − x(t) = t

s2X(s) − sx(0) −  x (0) − X(s) =
1

s2

s2X(s) − 3s − X(s) =
1

s2

X(s) s2 −1( )=
1

s2
+ 3s =

1+ 3s3

s2

X(s) =
1+ 3s3

s2 s2 −1( )
=

1+ 3s2

s2 s +1( ) s −1( )
=

A

s
+

B

s2
+

C

s +1
+

D

s −1

3s3 +1= As s +1( ) s −1( )+ Bs s +1( ) s −1( )+ Cs2 s −1( )+ Ds2 s +1( )

A = 0 B = −1 C =1 D = 2

X(s) = −
1

s2
+
1

s +1
+
2

s −1

x(t) = −t + e−t + 2e t

 

 

Pero 

 

 

y(t + 2) = x(t)

y(t) = x(t − 2)

y(t) = − t − 2( )+ e
− t−2( ) + 2e

t−2( )
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 

  y − 3  y + 2y = e−t y(1) = 0 = c1  y (1) = 0 = c2

s2Y (s) − sy(0) −  y (0) − 3sY(s) + 3y(0) + 2Y (s) =
1

1+ s

s2Y (s) − sc1 − c2 − 3sY(s) + 3c1 + 2Y (s) =
1

1+ s

Y (s) s2 − 3s + 2( )=
1

1+ s
+ c1s + c2 − 3c1

Y (s) s2 − 3s + 2( )=
1+ c1 s − 3( ) s +1( )+ c2 s +1( )

s +1( ) s −1( ) s − 2( )

Y (s) =
1

s +1( ) s − 2( ) s −1( )

F(s)

+ c1
s − 3( )

s −1( ) s − 2( )

G(s)

+
c2

s −1( ) s − 2( )

H(s)

F(s) =
1

s +1( ) s − 2( ) s −1( )
=

A

s +1
+

B

s − 2
+

C

s −1

1= A s − 2( ) s −1( )+ B s +1( ) s −1( )+ C s +1( ) s − 2( ) A =
1

6
B = −

1

2
C =

1

3

F(s) =
1

6

1

s +1
−
1

2

1

s −1
+
1

3

1

s − 2

f (t) =
1

6
e− t −

1

2
e t +

1

3
e2t

G(s) =
s − 3

s − 2( ) s −1( )
=

A

s − 2
+

B

s −1

s − 3 = A s −1( )+ B s − 2( ) A = −1 B = 2

G(s) = −
1

s − 2
+
2

s −1

g(t) = −e2t + e t

H(s) =
1

s − 2( ) s −1( )
=

A

s − 2
+

B

s −1

1= A s −1( )+ B s − 2( ) A =1 B = −1

H(s) =
1

s − 2
−
1

s −1

h(t) = e2t − e t

y(t) =
1

6
e−t +

1

3
e2t −

1

2
e t

 

 
 

 

 
 + c1 −e2t + 2e t( )+ c2 e2t − e t( )

y(t) = −
1

2
+ 2c1 − c2

 

 
 

 

 
 

1d

e t +
1

3
− c1 + c2

 

 
 

 

 
 

2d

e2t +
1

6
e− t

d1 = −
1

2
+ 2c1 − c2

d2 =
1

3
− c1 + c2

como c1 = 0 c2 = 0 y(t) = −
1

2
e t +

1

3
e2t +

1

6
e−t
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Ejercicio propuesto 

 

 

 

TEMA 4 SERIE TRIGONOMÉTRICA DE FOURIER. ECUACIONES EN 

DERIVADAS PARCIALES. 

 

Recordando: 

 

Sean 

 

a = a1,a2,a3( )

b = b1,b2,b3( )
 

 

El producto escalar o producto punto: 

 

a•b = a1b1 + a2b2 + a3b3  

 

Si 

 

b = a 

     

 

a• a = a1
2 + a2

2 + a3
2

a• a = a1
2 + a2

2 + a3
2 = a

 

que es el tamaño, magnitud, módulo o norma. 

 

Interpretación Geométrica del producto escalar es 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

 

a  

 

b 
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Si 

 

a•b = 0  Puede deberse 

 

a = 0 b = 0  

 

Si 

 

a  0 b  0  entonces se dice que 

 

a  y 

 

b son vectores ortogonales. 

 

 

                                                      

 

  

                                                                    

                                   

 

 

 

 

Trayectorias ortogonales (es distinto a considerarlas como funciones ortogonales). 

 

 

Producto interno. 

 

Sean las funciones  y 

 

f2(x)  en 

 

a  x  b . El producto interno de estas funciones se 

define: 

 

( )2121 ,)()( ffdxxfxf
b

a =  

 

Ahora bien, si  =
b

a
dxxfxf 0)()( 21  se dice que 

 

f1(x) y 

 

f2 (x) son funciones ortogonales. 

 

Ejemplo: 

 

Investigar si las funciones 

 

f1(x) = x 2  y 

 

f2(x) = x 3  son ortogonales en el intervalo 

 

−1,1 . 

 
1

6
1 1

2 3 5

1 1
1

1 1
0

6 6 6

x
x x dx x dx

− −
−

 = = = − =   por lo que 

 

f1(x) y 

 

f2(x)  son funciones ortogonales. 

 

Conjuntos Ortogonales. 

 

Sea el conjunto de funciones 

 0 1 2, , ,...    en 

 

a  x  b  

Se dice que este conjunto de funciones es ortogonal si 

( ) ( ) 0
b

m n
a

x x dx m n  =         ,m n  enteros no negativos 

 

a•b = a b cos

 

f1(x)
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Ejemplo: 

Compruebe que el conjunto  1, cos , cos2 , cos3 ,...x x x x −       es ortogonal. 

 

( )( )
1 1

1 cos sin sin sin 0nxdx nx n n
n n







 
−

−

  = = − − =   

n entero no negativo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

cos cosmx nxdx


−
   

 

Recordando las fórmulas de integración 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

sen sen
sen sin

2 2

cos cos
sen cos

2 2

sen sen
cos cos

2 2

a b u a b u
au budu c

a b a b

a b u a b u
au budu c

a b a b

a b u a b u
au budu c

a b a b

   − +   
= − +

− +

   − +   = − − +
− +

   − +   
= + +

− +







 

 

( )

( )

( )

( )

sen sen
cos cos 0

2 2

m n x m n x
mx nxdx

m n m n









−

−

   − +    = + =
− +              ,m n  enteros no 

negativos 

 

Por lo que el conjunto propuesto es ortogonal. 

 

Si 

 

m = n                               

 

 

n

2dx
a

b

 = n

2
  Norma cuadrada 

 

n = n

2(x)dx
a

b

   Norma 
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Si el conjunto de funciones 

 

 0 1 2( ), ( ), ( ),...x x x       es ortogonal en 

 

−p, p  

 

Entonces si cada elemento se divide entre su norma correspondiente se obtendrá un conjunto 

ortonormal 

 

0 1 2

0 1 2

( ) ( ) ( )
, , ,...

( ) ( ) ( )

x x x

x x x

  

  

  
 
  

 en 

 

−p, p  

 

Ejemplos: Sea el conjunto ortogonal 

 

 1, cos , cos2 ,...x x  en 

 

−,  

 

2

2

1 1

1 2

cos cos 1,2,.......entero no negativo

1 1 1 1 1
cos cos2 sin 2

2 2 2 2 4

cos

dx x

nx nxdx n

nx dx nx nx
n

nx

 








 

 


 



 



−−

−

− −
−

= = = +

=

= =

= + = + +

=





 

 

 

El conjunto ortonormal será: 

 









,.....
2cos

,
cos

,
2

1



xx
 

 

Serie Trigonométrica de Fourier.  

 

El conjunto ortogonal de funciones trigonométricas: 

 

{1, 𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑝
𝑥, 𝑐𝑜𝑠

2𝜋

𝑝
𝑥, 𝑐𝑜𝑠

3𝜋

𝑝
𝑥, … , 𝑠𝑒𝑛

𝜋

𝑝
𝑥, 𝑠𝑒𝑛

2𝜋

𝑝
𝑥, 𝑠𝑒𝑛

3𝜋

𝑝
𝑥, … }     [-p, p]    … (1) 

 

tiene especial importancia en la solución de cierta clase de problemas de valores en la 

frontera, donde intervienen  ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. 

 

 

Suponga que f(x) es una función definida en el intervalo [-p, p]  y que se puede desarrollar 

en una serie ortogonal formada por las funciones trigonométricas del conjunto ortogonal (1),  

Esto es: 
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( )  0

1

cos sen ,
2

n n

n

a n n
f x a x b x p p

p p

 

=

 
= + + − 

 
         …(2) 

 

Los coeficientes a0, a1, a2,…b1, b2,… se pueden determinar. 

Integrando ambos lados de la ecuación (2), desde –p hasta p, se obtiene: 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎0

2
∫ 𝑑𝑥 + ∑ (𝑎𝑛 ∫ 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 + 𝑏𝑛 ∫ 𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝

𝑝

−𝑝
𝑥

𝑝

−𝑝
𝑑𝑥)∞

𝑛=1
𝑝

−𝑝

𝑝

−𝑝
    …(3) 

 

Como cada función 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

𝑝
𝑥, 𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥,  𝑛 ≥ 1, es ortogonal a (1) en el intervalo, el segundo 

miembro de la ecuación (3) se reduce a  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎0

2
∫ 𝑑𝑥 = 𝑝𝑎0

𝑝

−𝑝

𝑝

−𝑝

 

Despejando a0 se obtiene: 

 

𝑎0 =
1

𝑝
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑝

−𝑝

 

 

Multiplicando la ecuación (2) por cos (
𝑚𝜋

𝑝
𝑥) e integrando: 

 

( )

( )

0

1

cos cos
2

cos cos cos sen ... 4

p p

p p

p p

n n
p p

n

m a m
f x xdx xdx

p p

m n m n
a x x b x x

p p p p

 

   

− −



− −
=

=

 
+ + 

 

 

  

 

 

Por ortogonalidad, tenemos que: 

∫ 𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 0   𝑚 > 0

𝑝

−𝑝

 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 0   

𝑝

−𝑝

 

 

Ya que   

 

∫ 𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = {

0,    𝑚 ≠ 𝑛
𝑝.    𝑚 = 𝑛

  
𝑝

−𝑝

 

 

La ecuación (4) se reduce a: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 𝑎𝑛𝑝

𝑝

−𝑝
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De aquí: 

 

𝑎𝑛 =
1

𝑝
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥

𝑝

−𝑝

 

 

De igual forma multiplicando la ecuación (2) por sen (
𝑚𝜋

𝑝
𝑥)  e integrando e interpretando 

los resultados 

 

( )

( )

0

1

 sen sen
2

sen cos sen  sen ... 5

p p

p p

p p

n n
p p

n

m a m
f x xdx xdx

p p

m n m n
a x x b x x

p p p p

 

   

− −



− −
=

=

 
+ + 

 

 

  

 

∫ 𝑠𝑒𝑛
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 0   𝑚 > 0

𝑝

−𝑝

 

 

∫ 𝑠𝑒𝑛
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 0   

𝑝

−𝑝

 

 

Ya que   

 

∫ 𝑠𝑒𝑛
𝑚𝜋

𝑝
𝑥𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = {

0,    𝑚 ≠ 𝑛
𝑝.    𝑚 = 𝑛

  
𝑝

−𝑝

 

De aquí: 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑒𝑛
𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥 = 𝑏𝑛𝑝

𝑝

−𝑝

 

 

𝑏𝑛 =
1

𝑝
∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝑝
𝑥𝑑𝑥

𝑝

−𝑝

 

 

Resumiendo: 

La serie trigonométrica de Fourier de una función f(x) en el intervalo (-p, p) 

( ) 0

1

cos sen
2

n n

n

a n n
f x a x b x

p p

 

=

 
= + + 

 
  
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 

a0 =
1

p
f x( )dx

− p

p



an =
1

p
f (x)cos

n

p
xdx

− p

p



bn =
1

p
f x( )sin

n

p
xdx

− p

p



 

 

 
 
 

 

 
 
 

 Coeficientes de Euler. 

 

 

 

 

Ejemplo: Obtener la serie trigonométrica de Fourier para la siguiente función 

 

 

 

                                            

 

  
 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

a0 =
1


0dx

−

0

 +  − x( )dx
0



 

a0 =
1


x −

x 2

2
0

 

 

 
 

 

 

 
 

=
1


 2 −

 2

2

 

 
 

 

 
 =
1



 2

2

 

 
 

 

 
 

a0 =


2

 

 
0

0

0
0

0

1
0 cos ( )cos

1 sen 1
( ) sen

1 cos

n

n

n

n
a dx x nxdx

nx
a x nxdx

n n

n
a

n n













 








−

 
=  + − 

 

 
= − − 

  

= −

 

  

 

 

f x( )
0 −  x 0

 − x 0  x 

 
 
 

  

f (x)  

 

x  

 

  

 

−  
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pero 

 

cosn = −1( )
n

an =
1− −1( )

n

n 2

 

 

de forma semejante: 

 

0

0

2

0 0

1
0 sen ( )sen

1 1
cos cos sen

1
(cos 1) cos

1

n

n

n

n

n
b dx x nxdx

x
b nx nx nx

n n n

b n nx
n n

b
n










 





 




−

 
=  + − 

 

  
= − − − +  

   

  
= − − − −  

  

=

 

 

 

Por lo tanto: 

 

( )
2

1

1 ( 1) 1
cos sen

4

n

n

f x nx nx
n n







=

 − −
= + + 

 
  


