ECUACIONES DIFERENCIALES.

TEMA 3. TRANSFORMADA DE LAPLACE.

Definicion de la trasformada de Laplace:

L{F®)} = [ e f(©)dt = F(s)1>0,5>0

V\_/

et kérnel o nicleo de transformacion

Para que a f(¢) se le pueda aplicar la trasformada de Laplace debe tener las siguientes
condiciones:

1. Sea seccionalmente continua (continua a tramos).
2. Sea de orden exponencial

Recordando: Una funcion f(¢) es continua en un punto de abscisa t=a si cumple 3
condiciones:

AL
L limf(1)3

2. f(a)3 /\/
3. limf(1)=f(a) =

|
1
|
a

v
—

f(¢) es una funcidn seccionalmente continua en un punto de abscisa ¢ =a si

1. limf t /0
) t) 3

v



2. lim f(t)3
t—a’

3. lim f(t)3 # lim f(¢)3
toa” t—a”

a

Contraejemplo f(#) =tant t=

(ST

1. limtant=co 3

-7
2

2. Iimtant:—oo 3

s
2

. . T
f(r)=tant no es seccional mente continuaen ¢ = EX

QuickTime™ and a
TIFF (Uncompressed) decompressor
are needed to see this picture.

Orden exponencial.

f(¢) es una funcion de orden exponencial si al compararla con una funcion exponencial de
la forma Me" donde M, b son constantes positivas. Si existe un punto de abscisa ¢=z, a
partir del cual la funcién Me" crece mas rapidamente que 7(7)

JO
Mebt ()< Me" para =1,
AQ
t=t, "t
Ejemplo:
f(H)=2 Me” M=b=1
f()=t
f(t)=¢



f=¢ F(£)=e" no es de orden
exponencial.
Para una funcion seccionalmente continua:
[(H) 0<t=<a
(1) a<t<b
f(H=1"

£ t=n
L{f(M)l= j:e-st f,(t)dt + j:e-S‘ f,(t)dt +....+ j:’e-st f (t)dt

Obtener la transformada de Laplace de las siguientes funciones.

0 O<t<a
f(t):{ <
1 t>a

L{f)= joae*“ (O)dt + [ et

1 b 1 1
=——lime™| =—=[0-e ™ |=-e"
S b a S[ ] S
1-t 0<t<1
f(t)=
0 t>1

L{f)} =] e*(1-t)dt+["e*(0)at
= Ile‘”dH jl—te_”dt
0 0

1 _ i} I
:__esz +_est +_2€st

S o § o S 0

| 51 1
=—e’'+—+-e'+5e’' -

N s S N S
1,11
=3¢ — a2t

S S S

Trasformada de Laplace de Funciones Elementales.



Para 7(¢#)=0
£{0} =" odt=0

Para f(1)=1

Ll =["ed=—

Para f(¢)=t

£t} = "tedt=

Para f(t)=t"

£{t’}= j:tze‘“dt -

1
—e
S

_Ee*S

S

S

—st 4—st

e

t

2 0
o

0

s>=0

n €S entero no negativo.



f(t)=e* aeR

0

B{eat} _ J'OOO e~Stedldt = Iowe—(s—a)tdt _ _Le—(s—a) _ —i(—l)

s—a , S-—a

B{ea‘}zé s>a

Primer teorema de translacion. (En el dominio de s)

Lif(t)ee=F (), =F(-a)

A F(s)

F(s)

—/.—/ F(s-a)

> s
Como la transformada de Laplace es un operador lineal Gnicamente se define:

£{af () +bg(t)} =aL{f(t)} +bL{g(t)

No se define

L{af (t)-bg(t)} =aL{f(t)}-bL{g(t)}

£{f(t)}¢£{f(t)}
a®) ]  L{g()}

kt —kt

Sea f(t) =coshkt= €

1 1 _ 1/ 1 1/ 1 S
efeotn) = 2fe) 2o} -3 T 3l o)

L{cosht} = R



- 1 1 ¢ 1/ 1 1/ 1 k
et =3l g2l 13 ) e
k
s* —k?

L{sinht} = s>k

o0

B{coskt}zjwe‘“cosktdtz Lescoskt| —Lesinkt +Ej'we‘“cosktdt
0 0 s 0

S S
—|:k_2+1jl>ll—L
52 s SS+k

0

S
L{coskt} = e 0
Lisinkt! = s>0
{ } 52+k2
Teorema:

nd"
ds"

B{t” f (t)} =(-1) F(S) nentero no negativo.
L{t?} =

L{t¥?} =

AEEE

Obtenga las siguientes transformadas de Laplace.

B{tze‘”} = Por el primer teorema de traslacion.

2 2
B{tze4t} = ot = (S — 4)3

S
d*[ 1 2
e}~V g [s —4} )

(s-4)




Trasformada Inversa de Laplace.

e Por inspeccidn (tablas)
e Por Fracciones parciales
e Por Convolucién.

Obtener la trasformada inversa de Laplace de las siguientes funciones.

F(s)zsi5

f(t)=it“

1

2 +7

f()= %sin\ﬁt

F(s)=

—2s+6 2s 6
2 =7 =

s+ 4 s°+4 s +4

f(t)=-2cos2t+ 3sin2¢

F(s)=

F(s) =

s s? s s?

f(t)=1+3t+§t2+3t3
2 6

(s+1f _s'+3s°+3s+1_1 3

3 1
+

<3 o4

S S



s+1 s N 1
s =1 =1 s°—1
f(¢)=cosht +sinht

F(s)=

Meétodo de Fracciones Parciales.

Sea F(s)= % donde Q(s) y R(s) son funciones polinomiales.

Primer caso. R(s) tiene raices reales distintas.

Q(s) - Q(s) = A + B +...+—N
R(s) (s—a)s-b).(s—n) s—a s-b s—n
donde A, B, ..., N son constantes a determinar.

Segundo caso. R(s) tiene raices reales repetidas.

R(s) (s—a)k s—-a (s—a)2

Q®)__ Q) __ A, B K

Tercer caso. R(s) tiene raices complejas.

Qs)_ O) _ As+B

R(s) as’+bs+c as"+bs+c

as® + bs+c Expresion cuadrética irreducible

Primer Caso.

K grado de multiplicidad.



L s?+6s+9
f{@—n@—a@+®}
s+65+9 A B C
(s—l)(s—2)(s+4)_s—1+s—2+s+4
s?+65+9=A(s—2)(s+4)+B(s-1)(s+4)+C(s-1)(s-2)

F(s) =

Para s=1 Para s=2 Para s=—4
16=A(-1)(5) s=2 1= C(—S)(—6)
A:—E 25=B(1)(6) C=i

5 B :§ 30
6
16 25 1

F(s) = 5 + 6 + 30
s-1 s-2 s+4
16 25 o 1 4

f)=—"e +—e"+ e
5 6 30

Segundo Caso.

25+ 5 A B
= 2= + 2

=3 53 6-3)
25+5=A4(s-3)+B

F(s)

Para s=3 Sill=B
s=1
11=8 T=-24+11
A=2
F(s):i+ a 5
s=3 (s—3)

f(H)=2e" +11te’



Tercer caso.

6s2+50 _ A  Bs+C
F(s) = 5 = +—
(s+3)s*+4) s+3 s*+4
652 +50= Als? +4)+ (Bs+C)(s+3)
Para s=-3 para s =0 para s=1
104=134 50=32+3C 56=40+4B+24
A=38 C=6 B=-2
P8, 2546

s+3 s'+4

8 2s 6
F(s)= - +

) s+3 s+4 sS+4
f(t)=8e" —2cos2t + 3sin2¢

4s S
F = =
=0 o1
4
t
1) = _
f(® cos2
6s+3 6s 3
F(s) = 2 = 2 + 2
S°+4s+6 (s+2)°+2 (s+2)°+2
S+2)-2 3
F(s):6( )2 - 5
(s+2)°+2 (s+2)°+2
F(s) = 6(s+2) 9

T (542242 (s+2)°+2

f (t) = 6 cos~/2t - ie‘2t sin-/2t

2

10



1 1
s2+2s+5_(s+2)2+4

F(s)=

f(t)= %e‘” sin4t

Trasformada de Laplace de las derivadas sucesivas de la funcion f(f) (clase A).

Se puede demostrar que si f(?) tiene las caracteristicas anteriores, sus derivadas sucesivas
£(6),f (?)..... también son seccionalmente continuas y de orden exponencial, por lo tanto,

son susceptibles de aplicarles la transformada de Laplace empleando la definicion:

L£{ft)}= j:e-st f (t)dt = F(s)

hagamos f(t) - f'(t)

L{f(t) = j: e~ f '(t)dt
Integrando por partes

u=e" dv = f(t)dt
du=—se™ v=f(t)

L{f )= fO) + sj: f (t)dt

L{f')}=—1(0)+ sj:e*“ f (t)dt
L{f'(t)}=sL{f(t)}— f(0) Trasformada de Laplace de f ()

Hagamos:

f1(t) - f ()
f(t) = f'(t)

11



L{f"M)=sL{f(t)}-f0)
L{f"(t)} =s>L{f ()l —sf(0)— f(0)

Transformada de Laplace de f (¢)

De la misma manera

L{f"(t)) =sL{f (1)) —s*(0) —sf '(0) - f"(0)
Generalizando

L{tOM)}=s"L{f({t)}-s""f(0)-s"*f(0)—....— {7V (0)

Solucion de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes empleando la
Trasformada de Laplace.

Sea la ecuacion diferencial:

y+ay™™ray"? i +a y+ay=Q()..(1)

Paso 1. Se aplica la trasformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion (1).

Paso 2. Se sustituyen las condiciones iniciales.

Paso 3. Se resuelve la expresion anterior para Y(s), es decir se obtiene la solucion algebraica.

Paso 4. Aplicamos la transformada inversa a Y(s) para obtener la solucion de la ecuacion
diferencial propuesta.

Resuelva las siguientes Ecuaciones Diferenciales empleando la Transformada de Laplace.

dy _
Frabi y(0)=0
y'-y=1

SY(5) - Y(O)-Y(5) =

Y(S)(S—l)=§
1

s(s—1)

Y(s)=

12



(s—l) s s—1
l:A(S—1)+Bs A=-1 B=1
Y(S):—l'i'L

s s—1

Antitransformando

y(t)=-1+e'
y' +6y=e" y(0) =2
sY(s)—y(0)+6Y(s) = b
s—-4
1
Y(S)s+6)-2=——
(5)(s+6)-2= =
2s—7 A B
Y(s)= = +
®) (s+6)s—4) s+6 s—4
2s—7=A(s—4)+B(s+6) A:ig
MR LI N
10s+6 10s-4
19 o, 1 &
f)=—e" +—¢
v 10 10

13



y"—y' =e'cost y(0)=y'(0)=0

$2Y (5) - 5y(0) - Y (0)~ sY () + Y(0) = (S_Sl‘)lﬂ

2 -1
Yol _S):(s—s1)2+1

s-1 B s—1

Y(S)_(sz—sr(s ]_ (s —2s+2)s-1)s
Y(s)= 1 é Bs+C

s(s?-2s+2) s (s?2-25+2)
1= A(s* -2s+2)+(Bs+C)s A:; B:—; c=1
Y(s) = 1 s+1

25 2(s-1f +1
Antitransformando.

1 S 1
— 4Lt
=5 { 2(s—l)2+1+(s—1)2+1}

1 1 s-1+1 1
y==+£-= +
o= { 2(s—1) +1 (5_1)2+1}

1
Y(t)=1+fl 1 5_21 +—2
2 2(s=1)+1 (s-1) +1
1 1 1. .
t)==—=e'cost+=e'sint
y(t) > >
Funcion escalon unitario.
Sea la funcion. 4 f(t)
0 O<t<a
f(t)={
1 t>a
(N I —
0 a

14



Transformada de Laplace de la funcion escalon unitario.

L{u(t-a))= joae—st (0)dt + [ “e~* @)t

L{u(t-a)}= Liime=

S b—w

1 -as _l —as
=—g[0—e }—Se

a

L{u(t-a)} =%e‘aS

Aplicando la funcion escaldn unitario a una funcion £(r), graficamente se anula la funcion

hasta el valor ¢ =a.

Y
\,
~—+
[
~
~—+
|
QD
R

f(t)-uit—a)

a a

Funcion expresada en términos de las funciones escalon unitario.

v

Determine la Transformada de Laplace de la funcion expresada en la figura.

2 0<t<2
) f(t)4-1 2<t<3
— 0 t>3

15



e{f®)=2[ evdt—[edt+ [ e (Ot

2 3

1

{f(t)} __e +—e_St :—ge_zs g_+_ 1e 1e—25
o S 2 S S S S
L{ft)}=- o2 4 oy
S s
f(t)_2—321(t—2)+21(t_3)
S S
A
. 2  0<t<3
f(t){—Z t>3
3! g

£{f(t)}=2[ edt-2[ edt
f(t)=2-4u(t-3)

3

0

2 2 2 2
f(t ———e + oS —_Zp L2 _ZpS
2
{f(t)}———e
S

16



f) 0 0<t<1
e t>1

L{f)} =] e*Odt+ [ tedt

2 0
L{f(t) {—%e‘“ _%e—st _S_zsest:|
1

1 . 2 4 2 _
B{f(t)}:—get—?et—?et

Segundo Teorema de Traslacion (En el dominio de t).

A f(t)
S(t—ayu(t—a)

o

a

v

L{f(t-au(t-a)j=F(s)e™
£H{F(s)e™}=f(t-au(t-a)

fi(t)

17



Ejemplo.

L{tu(t-2)} =L{(t-2+2)u(t-a)}
=L{(t-2)u(t-2)}+L{2u(t-2)}

L{tut-2)}=(t-2)" =t -4t +4
t?=(t-2)" +4t-4
t2 :(t—2)2+4(t—2+2)—4
t?=(t-2)" +4(t-2)+4
£{tu(t-2)}=3{(t-2) u(t-2)| £{4(t-2)u(t-2)} + £{4u(t-2)}
2

-2s 4 -2s 4 -2s
B{tZU(t—Z)}:?ez +S—262 +gez

Forma alterna del segundo teorema de Traslacion.
L{gt)u(t—a)}=e*L{g(t—a)}
Ejemplos.

L{tu(t-2)} =eL{(t-2)}

w12
I

L{t-2)}=e™e|(t-2)’|
= e‘zsﬁ{t2 + 4t + 4}

—e_25|:£+i+£:|
s s? s



Lisintu(t—r)}=e™L{sin(t+r)}
=e ™ L{sintcosz +sin zcost}
=e " L{-sint}
1 e

Llsintu(t—rz)l=—e"———=—
{sm u( 7[)} © s?+1  s?+1

Resolver:

0 0<t<«l1

V'+y=f() y(0)=0 donde f(t)={5 51

SY (s) - y(0) +Y (s) = 5U(t -1)

(s+1)Y(s) =§es

S
()= s(s+1) ¢
H(s)
H(s) > é+ B

:s(s+1):s s+1
5=A(s+1)+Bs A=5 B
5

5
H(s)=———
(5) s s+1

-5

Antitransformando.

h(t) =5-5¢™
y(t) = [5-5e P ]u(t -1)

Resolver.

0<t<1

t
V4+2y=f()  p(0)=0 Dondef(t):{o o1

19



L % A st
sY () - y(0) +2Y (s) = jote dt + L 0e~*dt

SY (s)—2Y(s) :—le‘s —ize‘s +i
S S

SZ

2 f(0)

--------- , g(t) =—tult~1)

g(t)=—tu(t-1)
ft)=t-tu(t-2
L{f (1)} =S%—e‘“[%—1}

S S
f(t)=t—(t-Du(t—1)—u(t-1)
f(t)=t—tu(t—1)

f(t) = (t-Du(t—1)

0 O<t<~rx
y'+y="f(t) y(0=0 y'(0)=1 Donde f(t)=11 T<t<2rx
0 t>27

20



5°Y(s)—sy(0)— y'(0)+ Y(s) = ée"” - ée_z’“

s’Y(s) =1+ Y(s) :le’”s —le’z"Y
s s

Y(s)(s2 + 1)= Lom_loomyy
S

S
R D |
O EY TSE)Y TE
H(s) H(s)

1 _é+Bs+C
s(s2 +l)_ N (s2 +1)

1:A(sz+1)+Bs A=1  B=-1

H(s)=

1 s
R
h(t)=1-cost
h(t—7z)=1-cos(t-7)
=1—(costcosz +sintsinz)
=1+cost

');(t) = (1+costu(t — z)— (1 +cost)u(t — 27 )+sint

21



Convolucion.

FO) *g(t) = f F@g(t - Ddr = h(t)
0

Propiedades

1. fxg=g=*f Conmutatividad
2. frgxh=(f*g)*xh=f*(g*h)Asociatividad.
3. f(af +bf,+..+nf) ab,...,n=cts

a(f* f))+b(f * f,)+...+n(f* f,) Distributividad con respecto a la suma de
funciones.

Teorema de Convolucion.
L{f M) g :B{j; £t —r)g(r)dr} —F(s)-(s)

Ejemplo.
1 A+Bs C+Ds
2" "2 + 2
(s2+1) s*+1 (s2+1)
1=(4+ Bs)(s* + 1)+ (C+ Ds)

l=A4As+ A+Bs°+Bs+C+Ds A=0 B=0 D=0 C=1
1

(s2 + 1)2

Del teorema de convolucion

£1{F(s)-G(9)} = f (1) *g(t) =h()

Aplicando el teorema de convolucion

H(s) =

H(s) =

22



1 1 1

H(s) = = .
(s) (52+1)2 s?+1 s?+1
F(s)=—5—— f(t)=sint
s°+1
G(s)= ———g(t) =sint
s +1

h(t) =sint *sint = j;sin(t —7)sinzdz
t
h(t) = IO(SintCOST —sinzcost)sinzdz

.t t .,
h(t):sthsmrcowdr—costIOS|n dr

t
—cost _f‘(l—lcoszmrj
0 0n2 2
j

-3
h(t)= S t—cos{lt—lsin%}

2 2 4
sin¢ 1

1 ) ) .
——tcoSt+—costsin2t sin2¢ = 2sintcost
2 2 4

h(t) = ‘°"2”tsin21

t

-3
h(t):Sln t—cos lr
2 2

—lsin2r
o 4

h(t) =

h(t)= lsin3 t—ltcost+ lcos2 tsint
2 2 2

h(t)= lsint—ltcost
2 2

23



L£lf *g}:ﬁ{j; f (t—r)g(r)dr}: F(s) e G(s)

£{j; f(r)dr} =%F(s)

t 11 1
,c{ trg }:_ -
joe TS5 s(s-1)

24



Integral de Volterra

FO =g® + fo F@g(t - Ddr

Ejemplo:
ft)=1+ j; f(r)e'""dr Integral de Volterra.

13{ f)=1+ 't (z')e”dr}

F(s)=§+si_1F(s)

25



FUNCIONES ESCALON UNITARIO Y RAMPA UNITARIA

Obtenga la transformada de Laplace de la funcién cuya grafica se muestra a continuacion

A ST

T ¥ T T T ¥
-3 2 -1 1 2 3 4 = 5]

Aplicando la funcion escalén unitario:

£(t) = (3 —%t) - (3 —%t)u(t—Z) +(-1+0ut—2)— (-1+Dut—4) +

(=3+u(t—4)—(-3+t)u(t—6) +3u(t—6)

1
. L {f()}= 5_7
L {f()}=L {3—?} (2 1
52
—e L 3——'[ 2
1 {a-Jea) (1L
2
+e L {-1+(t+2)} 5 S
— L {-1+(t+4)} e §+i2
s s
+e L {-3+(t+4)} 11
—4s
—e L {-3+(t+6)} EA
_ —GSL
e L {3} NN iz
s s
+e7% §]
s
Aplicando la transformada de Laplace:
L {f@®)}= ——2—;—§e25+21 e25+—e25+sizezs ge45—si2e4s+%e“+si2e
Simplificando:
L {f(t)}= ——Zisz—%ezs —i-zisze25 —%e“s —Size65 Escriba aqui la ecuacion.

415__

S

—6s

1
-—e
S

26

—6s

3
S

—6s



Si
f(t) =t =r(t) funcion rampa

Aplicando la transformada de Laplace a funcion rampa:

L {rtt)} ==

Formulario:

L {r(t-a)}= SizeaS

flr) A

3 i

N
1
IS
A
3
1l
\\\::\\\
3
I
\

1
1
1
1
1
1
1
1
} d g
1 1 1
| 1 1
1 ] 1
1 ] !
1 1 1 i
1 1 1
1 1 :
m=0 i | i
: : :
| N R | T T H T : ;L
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

L {f(t)}= (—%—o}(me,u(t)+[1—(—%)}r(t—2)—1u(t—2)+(-2)u(t—4)+(o—1)r(t-6)=
o 11.3.3e% 1. 2 4 1

=—=.= = e
2 52 s 2 2 s s s?
O sea:
1 3 3 1 2 1
f t __+_+_e—25__e—ZS__e—4s__e—65
L {fO}= 2s? s s s?

27



Transformada de una Funcion Periodica.

Si f(¢) es seccionalmente continua y de orden exponencial y de periodo T, entonces:

L{f ()=

A f(t)

1_ e—St

1

Obtener la Transformada de Laplace de
siguiente.

v
—

)
jo e f (t)dt

la funcion periddica representada en la figura

f(t)
A
1 i2 13 ’
-1 1 : 1
T=2

28



£{1(0)) = — | [l at-[le
— 1 ___ 7St1 1 7st2
B{fa»_l—ezf_lse 0+Se 0}
1 [1 1
f t — - —25__ )
£ O) 1—e‘25_se s° }

Funcién Impulso Unitario o delta Dirac.

En muchos fenébmenos mecéanicos o eléctricos se presenta el caso de una excitacion
momentéanea por ejemplo la aplicacion de una fuerza intensa o de un voltaje (fem) intensa y

momentanea.

A f(t)

2a

[0 0<t<t,—a

1
f)i— t.—a<t<t —a
()2a o —ast<{y,

0 t>t +a
f(ty=6, t—t,

Funcion pulso unitario.

v

29



f(t)

(1)

A

A

Funcién impulso Unitario cuando a —0

30



lim 6. (¢ —,)= (¢ — t,) funcién impuso unitario o Delta de Dirac.
a—0

£{5a(t_to)} - Iim'c{t_to} :B{g(t_to)}

a—0

De la funcién pulso.
1 1
f (t) :Z—au[t—(t0 —a))]—z—au[t—(t0 +a)|

B{ f (t)} = ie—(to—a)s _ ie—(t(ﬁa)s

2as 2as
£{f(1)) = Zias[e—no—a)s o]
£{olt-t)} - lim{ e e )
£{5(t-t)}=lim {e_t‘)sea}:‘“ge“ } —elim [(ez—azq _
Lio(t-t,)f =€ Ialgo] |: (e ;Sse_as) } sederivacon respectoaa
L{5(t—t))}=e™ z_z ot

L{5(t-t))}=e"" si 4,20
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L{st)}=1 si 17,=0

Ejemplo 1
Resuelva:

y'+y=45(t-27) y0=1  y(0)=0
s?Y (s) —sy(0) - y'(0) +Y (s) = 4e™ "
Y (s)(s2 +1): 4e™*™ 4+

Q2™ s
Y(S)=—+——
(s) s2+1 s*+1
y(t) = 4sin(t — 2z )u(t — 27)+ cost
cost 0<t=<2r
y(t) = .
cost+4sint t>2r

Ejemplo 2

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.
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yi-y=t=-2  y2)=3  y'(2)=0
y(t+2)=x(1)
Y(t+2)=x'()
y'"(t+2)=x"(1) x(0)=3 x'(0)=0
V'(t+2)—y(t+2)=(t+2)-2
x"()—-x(t)=t
S X(s)— 5x(0) — x(0) — X(s) = =

S
SZX(S)—?)S—X(S)ZLZ

S

1435

1

X(s)(s*—1)==+3s=
(S)(s ) S2+ S E

1+ 3s° 1+ 3s? A B C
X = = = — _ -
(s) sz(sz—l) s (s+1)(s—1) s+s2+s—|-1Jr
3 +1= AS(S+ 1)(S—l)+ Bs(s+ 1)(s—1)+ Csz(s—l)+ DSZ(S-I- 1)
A=0 B=-1 C=1 D=2

1 1 2
X §)=—>+—+—
() 2+S+1+S_1
x(H)=—t+e ' +2e

D
s—1

Pero
y(t+2)=x(1)
() =x(t-2)

y(t)y=—(t-2)+e D +2e"?

33



y'=3y'+2y=e’  y()=0=¢, Y (1)=0=c,
SZY(S) —sy(0)—y'(0)—3sY(s)+ 3y(0)+2Y(s) = %
+5

s°Y(s)—sc,—c, —3sY(s)+ 3¢, +2Y(s):1L
+ S

Y(S)(S2 —3s+ 2): ﬁ +c¢s+c, -3¢,

L+c(s=3)s+1)+c,(s+1)

(s+1)s—1)(s-2)

Y(s)(s* = 35+2)=

_ 1 (S — 3) c2
Y(s)= GDe-2)s-1) -1)s-2) (s-1(s-2)
F(s) G(s) H(s)
F(s) 1 4 B C

(S+1)(S—2)(S—1): s+1 " s—2 " s—1

I:A(S—2)(s—1)+B(s+1)(s—l)+C(S+l)(s—2) A=é B=—%
1 1 1 1 1 1

— —_— +_

6s+1 2s-1 3s5-2

—t 1 t 1 2t
)=—e ——e +—e
J)=cei=ge+2

—_—

s—3 A N B
(S—2)(S—1)_S—2 s—1
s=3=A(s—1)+B(s=2) A=-1 B=2

1 2
+_

s—2 s-1
g(t)=-e""+e'

G(s)=

G(s)=—

1 _ A N B
(s=2)(s-1) s-2 s-1
1:A(5—1)+B(S—2) A=1 B=-1

H(s)=

1 1
H(s)= -

) s=2 s-1
h(t)=e*" —e'

()= le”+le”—le’ +c(—62‘+2e‘)+c (eZt—et)
M6 T3¢ T2 1 :
y(¢)=£——+2c1 czje’+(— C,+cz)ezt+—e_t

d, d,
d=——+2c —c,

2

1 1
como ¢ =0 c,=0 y(t):__ef+§ezf+_e*t

6
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Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

' — =t

X"+ y" = 41

dadas las condiciones iniciales x(0)=38 ,

RESOLUCION

x'(0)=0, ¥(0)=0, y'(0) = 0.

Transformando en Laplace cada una de las ecuaciones del sistema resulta

& {x"} - {J"”} - {fl}

= JA”} + 5 {y =4 < {r}

7 X(s) = s X(0) = X'(0) - [s7¥(s) - s¥(0) - Y'(0)] =

7 X(s) = s X(0) = X'(0) + [s7¥(s) = s¥(0) - ¥'(0)] = _

enseguida se aplican condiciones iniciales y se reducen términos
2

sTX(s) = 8s — s Y(s) == ... (A)

5°

s7X(s) - 8s — s7Y(s) = ST e

Sumando (A) y (B) sc obtiene

2.8‘2X(S) - 165 = = + =

de donde

2+ 45 + 16s°

257 X(s) = = + 4, + 165 e
s

2
s° s

\)

2+ 45 + 16s*

2(1 + 25 + 854)

X i .
(5) PE PE

1 2 8
X(S)ZS—5+S—4+;

2

3
s

=
S 2



y al antitransformar

1 2. &
A‘(I):ZI4+§I’ 0. TR (C)

Para obtener Y (s) se puede emplear la ecuacion ( B ), es decir

$2Y(s) = = + s2X(s) + 8s
i

, ¥ — g2 X(s) + 85’
$2F (g = s“X(s) + 8s

de donde

y al antitransformar

v(t) =471 {%} + 8 1{%} - x(7)

pero x(r) ya ha sido obtenida, entonces al sustituirla se tiene finalmente

il 4!f ................... (D)

por lo que ( C )y (D) constituyen la solucidn del sistema.
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Ejercicio propuesto

Utilice la transformada de Laplace para obtener el valor de la funcion x(r) tal

que satisfaga al sistema de ecuaciones diferenciales

X' 48y =2

x'=2x + 3 =e

con las condiciones iniciales x(0) = 0 , p(0) = 0 .

Solucion.

x(1) = e*(20 - 41%)

TEMA 4 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER.

DERIVADAS PARCIALES.
Recordando:

S_ean
a= (al,az,a3)

b=(b,b,.b,)

El producto escalar o producto punto:
aeb=ab +ab, + ab,

Vaea=va'+a+adl =[d
que es el tamafio, magnitud, médulo o norma.

Interpretacion Geométrica del producto escalar es
a

>(9

b

ECUACIONES

EN
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aeh= ‘Zz“l_a‘cosﬂ
Si aeb=0 Puede deberse ‘E‘:O ‘E‘ =0

Si ‘Zz‘ #0 ‘Z_)‘ =0 entonces se dice que a y b son vectores ortogonales.

Trayectorias ortogonales (es distinto a considerarlas como funciones ortogonales).

Producto interno.

Sean las funciones f(x) y f,(x) en a<x<b. El producto interno de estas funciones se
define:

[ 1,09+ £,00dx=(f,, )

Ahora bien, si j: f,(x)- f,(x)dx=0 se dice que £, (x)y £, (X) son funciones ortogonales.
Ejemplo:

Investigar si las funciones f;(x)=x"y f,(x)=x" son ortogonales en el intervalo [-L1].

1, 4 1. x® ' 11 .
Lx - Xodx = Lx dx = S " g=0Por loque £(x)y £,(x) son funciones ortogonales.

-1
Conjuntos Ortogonales.

Sea el conjunto de funciones

{¢o’¢11¢2’---} en a<x<bh

Se dice que este conjunto de funciones es ortogonal si

j: $,(X)-4,(x)dx=0 m=n m, N enteros no negativos
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Ejemplo:
Compruebe que el conjunto {l, COS X, COS 2X, cos3x,...}

a

= l[sin nr —sin(n(-x))]=0

p 1.
I 1-cosnxdx = =sinnx
. n

n
n entero no negativo

-7

T
_[ €0SmXx - cos nxdx
-

Recordando las formulas de integracion

sen|(a—h)u] ~sen [(a+b)u] .
2(a—h) 2(a+b)
cos| (a—b)u] B cos| (a+b)u]
2(a-h) 2(a+b)

sen[(a-b)u] ,sen [(a+b)u] e
2(a-b) 2(a+b)

c

Is enausinbudu =

jsenau coshudu = — +C

jcos aucosbhudu =

sen[(m-n)x] . sen[(m+n)x]|
(m+n)

Jw CcOSmX - cosnxdx =
-z 2(m—n) 2

-
negativos
Por lo que el conjunto propuesto es ortogonal.

Sim=n

Iab¢de= ¢ | Norma cuadrada

4=+ | '#:(x)dx Norma

—nT <X

=0

m,

n

es ortogonal.

enteros no
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Si el conjunto de funciones

{#,(X), 4(X), #,(X),...} es ortogonal en [-p,p]

Entonces si cada elemento se divide entre su norma correspondiente se obtendréd un conjunto
ortonormal

H(X)  4(X)  #(X) }
{”¢0(X)”’ .00l ||¢2(x)||"'} en [-p.p]

Ejemplos: Sea el conjunto ortogonal
{1, cosx, c0s2x,..} en [, 7]

RN N

=27

lcosnx| =, / I_ﬂ cos? nxdx n=12,....entero no negativo

V4

lcosnx| = \/I_” %dx+‘|'_” %cosan = \/%7[+%7Z’+i8in 2nx

4an
lcosnx| = NS

-

El conjunto ortonormal sera:

{1 COSX COS2X }
x' x A T

Serie Trigonométrica de Fourier.

El conjunto ortogonal de funciones trigonométricas:
s 21 3 s 2 3w

{1, COS—X,C0S —X,C0S —X, ..., SeN—X, Sen—Xx, Sen — X, ... } [-p,p] ... (D)
P P p P p D

tiene especial importancia en la solucion de cierta clase de problemas de valores en la
frontera, donde intervienen ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Suponga que f(x) es una funcion definida en el intervalo [-p, p] y que se puede desarrollar
en una serie ortogonal formada por las funciones trigonométricas del conjunto ortogonal (1),
Esto es:
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+i[a cos?x+bsen?x] [-p,p] (2

f(x)=

r\>|,:§JJ

Los coeficientes ao, a1, az,...b1, ba,... se pueden determinar.
Integrando ambos lados de la ecuacion (2), desde —p hasta p, se obtiene:

f_ppf(x)dx = %f_pp dx + Y5, (an ffp cos%"xdx + b, f_pp Sen%"x dx) ..(3)

Como cada funcion cos%nx, sen%nx, n > 1, es ortogonal a (1) en el intervalo, el segundo
miembro de la ecuacion (3) se reduce a

P P
j f(x)dx = %f dx = pa,
-p -p

Despejando ao se obtiene:

1 (P
= ;f_pf(x)dx

Multiplicando la ecuacion (2) por cos (%x) e integrando:

Ip f(x)cos%xdx:& " c0s 7 xdx
-p p 2 J-p p

nz mz nz
+ cos—xcos—x+b cos—xsen—x (4
Z( J. P p p P j )

Por ortogonalidad, tenemos que:

p mm
f cos—xdx=0 m>0
—p p

p mm nm
cos—xsen—xdx =0
—p p
Yaque
cos — xsen—xdx =
p p. m=n

f” mn nmw {0, m#n
-p

La ecuacion (4) se reduce a:
p nm
f f(x)cos—xdx = a,p
—p p
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De aqui:

1fpf() nmw p
=— x)cos — xdx
L p

De igual forma multiplicando la ecuacién (2) por sen (% x) e integrando e interpretando
los resultados

_[p f(x) sen T wax = 22 [* sen ™2 yax
-p p 2 J-p p

mz nz
+ sen—xcos—x+b sen—x sen—xX | ...(5
Z( j p p p p ] ( )

p mm
j sen—xdx =0 m>0
-p

p mm nm
sen—xsen—xdx =0
-p P

Ya que
p mm nm 0, m#n
f sen—xsen—xdxz{ m=n
—p p p.
De aqui:
p nm
f f(x)sen—xdx = b,p
—p P
1 Jp £0) nm d
=— x)sen — xdx|
pJ_p p
Resumiendo:

La serie trigonométrica de Fourier de una funcion f(x) en el intervalo (-p, p)

f (x)=%+i[an cosn—”x+bnsenn—”xj

n=1 p p
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1 (»
0= d.
a=-"1, 1)

a, = 1 Ip f(x)cos™® xdx{ Coeficientes de Euler.
p 7’ p

I [r . n7mw
b,=—1 f(x)sin—xdx
» I,p (x) »

Ejemplo: Obtener la serie trigopnométrica de Fourier para la siguiente funcion

A

1w

v
=

- T

£ ){0 —7<x=<0
X

7—x 0<x=<n7&w

a, = % [IOEde + J‘Oﬁ (7- x)dx]

1 X[ l{ 2 712:| 1|:7Z'2:|
a,=— - =—\g ——|=—] —
T 20| 7 2 |l 2
T
CIO:E
1— 0 1Y/ T
a, =— I O-cos—dx+'|‘ (7 — x) cos nxdx
72'_—71' 72' 0
al nnx|” 1=
a,=— (7z—x)Se X ——I sennxdx}
V4 n |, n
1 cosnzl|”

Nz N

0



ero

cCoSnz= (—1)”

-

1
a, =

2
nrmw

de forma semejante:

1_ 0 n z
bnz—j 0-sen—7[dx+f (z—x)sennxdx}
T Vs 0
AR TN ( X 1 j}
b, =—| ——cosnx| —| ——COSNX +—-sennx
| N 0 n n o
1\ « /4
b, =— ——(cosnﬂ—l)—(——cosnxj }
T n n
1
b, ==
n
Por lo tanto:

f(x)

:£+Z(l_(2_1) cosnx+£sennxj
4 = n°z n
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