ECUACIONES DIFERENCIALES.

Tema I. Introduccion y ecuaciones diferenciales de primer orden.

Una ecuacién Diferencial es una expresion matematica que contiene derivadas
o diferenciales de la funcion desconocida o variable independiente con

respecto a la variable independiente.

Ejemplo:
F= md—v
dt

2

dt

Las ecuaciones diferenciales se clasifican en:
e Ordinarias
e Enderivadas parciales

Ejemplo de ecuaciones diferenciales ordinarias:

1
(3x2 - 2y Jx + 5x—Xy dy=0

y" —5y" 4+ 3xy’ = Xc0s4x

Ejemplo de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:

Ju  Au A4
—+ +— =

X XKy Y

Uy +U,, +U, =K

k



Definiciones.

El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada més alta que aparece en
la ecuacion.

Grado de una ecuacion diferencial.

Si la ecuacion diferencial se puede escribir en forma polinomial en cuanto a las
derivadas de la funcion desconocida o variable dependiente, el grado de la ecuacion
estard dado por el exponente de la derivada de mayor orden.

Ecuacion diferencial lineal.
La forma general de una ecuacion diferencial lineal tiene la siguiente estructura:

a, (x)y(") +aq (x)y("fl) +a, (x)y("fz) +..+a,, (x)y’ +a, (x)y = Q(x)

y cumple con las siguientes caracteristicas:

Polinomial en las derivadas de la funcién desconocida o variable dependiente.
Primer grado en las derivadas de la funcion desconocida y en la funcién
desconocida.

No hay productos entre la funcion desconocida y sus derivadas ni entre las
derivadas.

No hay funciones trascendentes de la funcion desconocida o sus derivadas.

Si por lo menos uno de sus términos no cumple con las condiciones de
linealidad, la ecuacion diferencial es no lineal.

Ejemplos:
2
1. d—9+‘§sm9 0 se clasifica en: ordinaria, segundo orden, de grado 1 y no
t
lineal.
JT T
2. v +——0 se clasifica en: derivadas parciales, segundo orden, de grado 1
es lineal.
3. g::-i- Ri =e(t) se clasifica en: ordinaria, de primer orden, de grado 1, es lineal.
d’y dy
4, ?Jr hE + ky=0 se clasifica en: ordinaria, de segundo orden, de grado 1,
es lineal.
>0 70 70
5. —+—5+—5 =0 se clasifica en: derivadas parciales, de segundo orden, de
& g
grado 1, es lineal.
d dy
6. (dyj +(d—j + y =sin x se clasifica en: ordinaria, de primer orden, de tercer
X X
grado y no lineal.
7. y"+4y'-5y=e"tanx se clasifica en: ordinaria, de segundo orden, de primer

grado y es lineal.



d’y
dx?
grado, no lineal.

9. ¢ —xy'+y=0 se clasifica en: ordinaria, de segundo orden, no se define el
grado y no es lineal.

8.

3
+ Z(dyJ +y® =1 se clasifica en: ordinaria, de segundo orden, de primer

10. (3y2+y)dx— 2xy—ljdy:0 se clasifica en: ordinaria, de primer orden, de
X

primer grado y es no lineal.
Solucién de una ecuacién diferencial.

La solucién de una ecuacion diferencial es una funcion de la variable dependiente tal
que al ser sustituida esta funcion y sus derivadas hasta de orden 7 en la ecuacion
diferencial, la transforman en una identidad, es decir la satisface.

La solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria es una funcion que contiene
un ndmero de constantes esenciales y arbitrarias igual al orden de la ecuacion
diferencial.

Ejemplo.

This finds the general solution for the given ODE. A rule for the function that satisfies the
equation is returned.

Dsolve[{y'[x] = y[x]}. y[x], x]

[{yix1 =e*cr11}}

This plots the solution. ReplaceRAll (/.) is used in the Plot command to substitute the
solution for y[x].
Plot[y[x] /. sol, {x, -3, 2}]
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A partir del anterior ejercicio obtenemos una clasificacion de la solucion de una
ecuacién diferencial las cuales son las siguientes:

e General
e Particular

La solucion general de una ecuacion diferencial puede representarse en el plano
cartesiano como una familia de curvas.



> Solucion general

\ " x

Solucién particular

_/

Una solucion particular es aquella que proviene de una solucion general como resultado
de la asignacion de valores numéricos a las constantes esenciales y arbitrarias
(pardmetros)

Determinacion de los valores de las constantes esenciales arbitrarias.

Solucién particular

El nimero de condiciones iniciales es igual al orden de la ecuacion diferencial y sus
derivadas llegan hasta y"™

y(xo)ZYO
y'(xo):y(;
y”(xo):yg

y(n—l) (xo) _ ygn—l)



NOTA: Las soluciones general o particular de una ecuacion diferencial no contiene
derivadas de la funcion desconocida o variable dependiente.
Una ecuacion diferencial no contiene constantes esenciales y arbitrarias (parametros)

Condiciones de frontera.

y

4

Solucién explicita y = y(x)
Solucion implicita u = u (X, y)

Obtencion de una ecuacién diferencial ordinaria, a partir de su solucion general
(Método de eliminacion de constantes)

Ejemplo. Obtener la ecuacion diferencial cuya solucion general es:

y= cle_% +72........ @

t
G " 60
=——¢
7760
Despejando ¢,
t
¢, =—60y'e% Sustituyendo en (1)
t t
y =(—6Oy'e6° e 0472
y=—60y"+72
60y +y=72........ Ecuacion diferencial.
Asi tenemos otra clasificacion de las soluciones de ecuaciones diferenciales:

e Explicitas y = f(x)
e Implicitas u=u(x,y)

Ejemplo.



Si la solucion general de una ecuacion diferencial corresponde a la familia de rectas
que pasan por el origen del sistema cartesiano, obtener la ecuacion diferencial
correspondiente.

y=cx

y'=¢

y=yk

Y

y'==
X

Ejemplo.
La solucién general de una ecuacion diferencial es representada por la familia de
circunferencias con centro sobre el eje X y radio a.

(x—h)2+(y—k)2:r2

Ecuacién de la familia de circunferencias

2(x—c,)+2yy'=0
X—C =-yy'

C, =X+Yyy

Si sustituimos en 1

(x—x—yy')2 +y' =d
yz(yf)2 +yz _ az

y° [(y’)2 + 1]= a

Ecuacion diferencial.

Investiguemos si y =a 'y y =—a satisface la ecuacion diferencial.

y=a y=-a’
y'=0 y'=0
Sustituyendo en la Sustituyendo en la
Ecuacién diferencial Ecuacioén diferencial.



2 2 2
a’(0) +a’ =a’ (—a) (O)2 +(-a)y =d’
Podemos concluir que si son soluciones.
A este tipo de soluciones se les denomina soluciones singulares.

Se llama solucidn singular a una funcién o regla de correspondencia que no se obtiene
de la solucidn general.

En otras palabras, geométricamente es una curva que no pertenece a la familia de curvas
que constituyen la solucion general.

Ecuaciones Diferenciales de variables separables.

Sea la ecuacion diferencial

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0
Si M(x,y)=f(x)
N(x.y)=g(v)
f(x)dx+g(y)dy =0
Solucion:
Jf@)dx + [ gdy = C

Ejemplo.
(1+ x)dy — ydx =0
dy dx 0

y 1+Xx

dy dx
Iy—jm—q

Iny-Ini+x=c; Inc=c
Iny—Inl+x=Inc

Y ¢
1+x
y=c(l+Xx)

Asi llegamos a la solucion general

Resuelve.
ylrer)=et

(1+ e*)dy :X (exe‘y)dx

e’dy = dx

1+¢e*

J.lfxex dx—jeydy =,

In‘1+eX

y
—-e'=¢

¢/ =hil+e’+c c=—¢

Resuelve:



yZdx — xydy = x”ydy

ydx—(xy + xy )y =0 Resuelve
2d _ 2 =0 )
y ax y(x +X)dy [l_fjdx+(x2cosyyy=() Sujeta a
2
[ XX dy =0 y.y
y y()=7
dx _dl:o 1
XX+X Y ( _2xjdx+(ycosy)dy20
x

dx dy
J.x2+x_~|.y_Cl J‘(l_x]dx+.[(ycosy)dy=c
X

2
Inx—Injx+1-Iny=Inc, :
———Inx+ysiny+cosy=c

X
In-—=—-Iny=Inc, X
x+1 Valuando inicialmente
y)=7=(U,7)
In =Inc,
(x+1y 1 .
———ln(l)+ rSsinT+cosT=c
X e 1
y(x+1) l-1==2=¢
y = cX
(x+1)



Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.

Funcion homogeénea de grado k&, k € R u(x,y) es una funcion homogénea de grado £, si al
efectuar las sustituciones x por #xy y por zy resulta u(tx,ty)="u(x,y)

Ejemplos:
f(x2 + xy)—> 1‘((tx)2 +txty)= f(tzx2 +t2xy): t2 f (x2 + xy) Es homogénea de grado 2.

(Inx=Iny)—>Intx—Inty =In tt§ Homogénea de grado 0

eV* 5 e¥™ = e¥* Homogénea de grado 0

Definicion: Se Ilama ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de coeficientes
homogéneos a la expresion

M (x,y)dx+N(x,y)dy=0
En donde M(x,y)y N(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado.

e (x*+y*)dx—xydy=0 C. H. De grado 2

. xdx—(x+~/y2 —xz)dy C. H. De grado 1

o xdy+ydx+(x+y)dx=0 C.H degrado 1
. (xy2—x—y2+1)dx:(xy+x—y—1)dy No es de C. H.

Resolucién de una ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos.

Sea la ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos

M(x,y )dx +N(x,y)dy =0

Su resolucién puede lograrse empleando cualquiera de las siguientes sustituciones:

y =Uux dy =udx+ xdu ; u=i

0 bien x=uy dx:udy+ydu : u;?

La sustitucion anterior nos conduce a una ecuacion diferencial de variables separables.



Ejemplos.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

(x2 +y2)lx —xydy=0
Empleando la sustitucion y = ux dy = udx + xdu

(%? +u2x? Jdx — x2u(udx + xdu) = 0
x2dx + u?x%dx — x?u?dx — x*udu =0
x%dx — x*udu =0

dx—xudu=0

CI—X—udu =0

X
_[OLX—J'udu =C,

u2
In x—7:cl
2Inx—u®=c,
In x* —u® =c,
Sustituyendo u = y
X
2
In xz—y—2=c
X

X In x* — y* =cx?

Resuelve la siguiente ecuacion diferencial.
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(xy+ y? +x2)dx—x2dy:0

y = UX

dy = udx + xdu

(¥ +u® +x*)dx — x* (udx + xdu) = 0
(u+u?+1)dx - (udx + xdu) =0
(1+u?)dx—xdu=0

%_ du2 0

X 1+u

dx du
it
X 1+u

Inx —arctan(u)=c,

In x —arctan (XJ =C
X

Resuelve la siguiente ecuacion diferencial.

xdy + ydx +(x+y)dx =0

y = UX

dy = udx + xdu

sdy + ydx + xdx + ydx =0
xdy + 2ydx + xdx =0

X (udx + xdu ) + 2uxdx + xdx = 0
udx + xdu + 2udx +dx =0
3udx + xdu +dx =0
(Bu+1)dx+xdu =0

dx  du

PRETTE
dx du
?+J.3u 1t

Inx+%|n(3u+l):lncz; ......... ¢, =Inc,

In[x(Bu +1)i} =Inc,

11



Ecuacién Diferencial Exacta.

Sea la ecuacion diferencial ordinaria y de primer orden:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0......... (1)

Supongamos que su solucidn general tiene la forma
u(x,y)=c.....(2)
la diferencial total de esta funcion es:

ou ou
d ,Y)|=—dx+—dy=0........ 3
[u(ey)]=ZdxeZody 3
Hagamos:
au ou
M(X,y)=— N(X,y)=— ¢ «oeenenn. 4
(xy)==> ¥y N(xy) ay} 4)
IM(x,y) _ A%
oy OXAy
o”N(x,y): ol
OX OYOX

12



Por el teorema de Schwarz

Ju _ Jl
OXoy  OYyox

Por la propiedad de transitividad

OM(xy) IN(xy)
oy O Ox

Condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion diferencial sea exacta.
Corolario:

Toda ecuacion de variables separables es exacta.

f(x)dx+g(y)dy=0

of(x)_29(y) _,
oy OX

La reciproca no necesariamente se cumple.
Resolucion de la ecuacion diferencial exacta.

Métodos:
e Punto inicial.
e Funcién desconocida.
e Método abreviado.

Método de la funcion desconocida.

Sea la ecuacion diferencial

M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0............. )
Es exacta ya que
oM _oN
oy  Ox

13



La solucién general de la ecuacion diferencial es:

ulx,y) =c

u(x, y):jM (%, y)dx+h(y) =cC......... 2)
%?”:%UM(X, y)dx+h(y)}= N(X,Y)
é}U(X,Y)_i ' _
Ty_aij(x,y)dx+h(y)—N(x,y)

, 0
W(y) = N y) === M (x, y)dx
y
Integrando respecto a 'y

Sustituyendo (3) en (2) se tendra la solucion general de la ecuacion diferencial exacta.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.
(2xy —sec? x)dx+(x* +2y)dy =0 (1)

No es de variables separables y no es de coeficientes homogéneos.

oM

oy

2X -—
OX

2X por lo tanto, es exacta.



u(x,y)= _|.(2xy—sec2 X)dx+h(y) =c
X’y —tan x+h(y) =c........... )

au_ X* +h'(y)=x>+2y
oy
h'(y) =2y

h(y) =_|'2ydy =V i(2)
Sustituyendo (2) en (1) tenemos
x*y—tanx + ) =c Solucién general.

Método abreviado.
Sea M(x, y)dx+ N(x,y)dy =0 una ecuacion diferencial exacta

IM (X, y)dx+IN(x, y)dy=c
Lo que conduce a la solucion general, para expresarla se eliminan los términos repetidos.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.
(ny— sec’ x)lx + (x2 + 2y)dy =0  exacta

Jr (2xy—s<302 x)dx+ J (x2 +2y)dy =c
xzy—tanx+x2y+y2 =c

x’y—tanx+y> =c



Ecuacion diferencial de primer orden no exacta. Factor integrante.

Sea la ecuacion diferencial Az(x,y)dx + N(x,y)dy =0......(1) N0 exacta

ya que @7&@
& &

Debera existir una funcién ,u(x,y) tal que al multiplicar la ecuacion 1 la transforme en exacta.
,u(x, y) se le conoce como factor integrante o factor de integracion.

Multiplicando 1 por z(x,y) tenemos:

L0, )M (x,y)dx + 14x, ) )N(x,))dy =0......Q2)

Se supone que la ecuacion 2 es exacta por lo que debe cumplirse:
o o
5 [,u(x, y)M (x, y)] = = [y(x, y)N(x, y)] .......... 3)

La ecuacion 3 es una ecuacion en derivadas parciales cuya funcion desconocida es ,u(x, y),
cuya solucion resulta muy complicada. Sin embargo, se puede proponer, la siguiente
simplificacion.

Por ejemplo, si z4(x,y) depende de una sola variable.

Caso | u(x).

Considerando la expresion 3 tenemos.

é)iy[lu(x)M(x,y)]:%[u(X)N(X,y)] .......... 3

16



) 2 M5~ N G5) N )

d
1 | 2 ~ %ﬂ(x) ~
N(x,y)[éj/ M(x’y) S N(x’y)}_ ,u(x) - g(x)

%[%_%}: () rrnd)

)
M(x)
d,u_(x) = X )dx
oy~ etm
In zo(x)= I g(>x)dx

u(x)= eleed . ®)
Entonces podemos decir que 5 es el factor integrante.

= g(x)dx

De manera similar:

Caso Il F'=y(y) debe llegarse a la expresion z(y)=e'

Ejemplo: Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.

(x +y2)lx —2xydy=0

@ =2y @ =-2y Entonces es no exacta.

& &

Investiguemos el factor integrante z(x)

1 (a’M ‘mjz 1 (2y+2y)=—i=g(><)

N W & —2xy

u(x)= el o _ efjgdx =™’ = x?
1

,U(X)= Z

Multiplicando la ecuacion diferencial por ,u(x) tenemos:

17



%(xwtyz)dx—%(xy)dy =0

2
(l + y—szx —(Z—yjdy =0
X X X

Ahora verifiquemos si la nueva ecuacion diferencial es exacta.

2
@ = Z—J; @ = —)2) Entonces tenemos que es exacta.
& x a& x

Resolviendo por el método abreviado tenemos:

I l+y—szx—2I£dy:c

X x
2 2
nhx-2- -2 =¢
X x
2
nx-2=c
X

que es la solucion general de la ecuacion diferencial.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.
(x +3x° siny)ilx + (x4 cosy)iy =0

oM 3 N 3 )
—=3x"cosy e 4x> cos y Podemos ver que no es exacta entonces:

1 .
1
——dx
H(x)= eJ. e
Multiplicando el factor integrante por la ecuacién diferencial tenemos:

(1+3xsiny Yy + (x* cosy Yy = 0 Ahora inspeccionemos si la nueva ecuacion diferencial es
exacta:

(oM N| 3x’cos 4x°cos 1
N x'cosy  x'cosy X

o cN .,
— =3x"cosy —— =3x%cosy Como podemos ver la ecuacion es exacta.

Empleando el método abreviado tenemos.

_[ (1+ 3x° siny)ler j (x3cosy)ly:c

18



x+x’siny+x’siny=c
x+x’siny=c
Que es la solucidn general de la ecuacion diferencial.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.

(xy2—x—y2+1)dx—(xy+x—y)dy=0

oM N
—=2xy-2y —=-y—1 vemos que no es exacta.

ox
l{@_@j:(ny—Zy)—(—y—l): 2xy—y+1 £ 2(x)
N& & —(xy+x-y) —(xy+x-y)
_l{gy_@yJ:—Qxy—20+(ﬂ*4):—Qy—y—ligUO
M\ & o Xy’ —x—y° xy' —x-y°

El factor integrante depende de dos variables, por lo que se sugiere utilizar el método de
inspeccion (tablas).

TEMA 1l. Ecuaciones diferenciales Lineales.

Sea la ecuacion diferencial de orden n.
by (X)y" +b,(X)y" + ...+ b, , (X)y" +b, (X)y = R(X).....0y (x) £ 0
Normalizando la ecuacion anterior, es decir dividiendo b,(x) tenemos:

yn + bl(X) Xn—1+“"+ bn—l(X) r+ bn(x) — R(X)
X by () © by() " by(x)

)
Y+t 2, ()Y + 8, (X)Y = Q(X).......(A)

by (
y" +ay(x
De A, si la ecuacion fuera de primer orden tendria la forma:

a,,(X)y' +a,(x)y =Q(x)
normalizando.
anfl (X) an—l (X)
y'+p()y =0a(X)........1
Forma general de la ecuacion diferencial lineal de primer orden, completa 0 no homogénea.

Si g(x)=0
'+ p(x) =0 Ecuacion diferencial lineal de primer orden incompleta u homogénea.

19



La ecuacion diferencial lineal de primer orden. (Método F. I.)
Solucién de la ecuacién diferencial lineal de primer orden.

V'+ p(x)y =q(x)
es decir
dy

i + p(x)y =q(x)......... 1

multiplicando por dx tenemos:
dy + p(x)ydx = q(x)dx
dy+ p(x)dx =q(x)+0dy.......... 2

1

M A _Ad_g
¥ x & &

Teorema: Si un factor integrante multiplica a una diferencial exacta ésta continGa siendo
exacta.

Obtencion de un factor integrante.

I{aM oN| 1

_ —— | = — —0 = =

N( ) zj [ (P()=0)=p(x) = g(x)

w(x)= eI PO Eactor Integrante.
Multiplicando (2) por el factor integrante tenemos:

ol PO [dy + p(x)ydx = q(x)dx]

el % gy 1 P9 b 5y yax = e g (x)dx

q [ej p(x)y} _ o po0ex

Integrando:
ej P = j ej M) dx+e,

y= e_j p(x)de eI p(x)dxq(x)dx + cl}

I EOC 0T '[ | LA

(N J — _/
Y Y

yc:yH yp

20



Donde .=y, es la solucion complementaria o solucion de la ecuacion homogenea

asociada.

Y, es una solucidn “particular” debida a la consideracion del término independiente g(x).

Yy=y.ty,
Método de variacion de parametros (Lagrange)

Sea la ecuacion diferencial y'+ p(x)y =q(x).......(1)

Pasos:

b) Hagamos ¢ =u(x) (variar el parametro)

p(x)dx

c) y,=u(x)e (solucién supuesta) ...... (3)
)dx

d yi= u(xye 17 {— 0 () +u'(x)e ) "(X)"X} ...... (4)
e) Sustituimos 3y 4enl.

- p(x)u()c)e_J PO u'(x)e_j e p(x)u(x)e_I P i = q(x)
u'(x)e_I PO e = g(x)

) =el "M

Integrando respecto a x tenemos:
u(x) = Iefp(x)dxdx+c ......... (5)
Sustituyendo 5 en 3.

VS L U el "g(x)dx + c}

y _ Ce—J.p(x)dx " e_Ip(X)dXIejp(X)dXQ(X)dX

Solucién general.
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Resuelva la siguiente ecuacion diferencial.

dy 6 x
x——4y=x"¢e
dx Y

Normalizando

dy - iya’x =x’e"dx
X
)=

plx)=—
X
[t

ux)=e =y

-4

Multiplicando el factor integrante a la ecuacion diferencial.

xtdy —4x7 ydx = xe*dx
d(qu): xe'dx
Integrando:

-4 j X
x"y=|xedx+c,
y=x" [xex —e' +c]

4 , 4
y=cx' +x’e" —x'e*

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial empleando el método de variacion de parametros.

d
x—y—4y =x%" (1)
dx
Normalizando tenemos:
dy 4
—y——y—xsex ..... 1 p(x)=—
dx x
YVe= - e o cet™ —ext

Sustituyendo 3y 4en 1
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X

A(x)x* +u'(x)x* —iu(x)x4 =X’
X

u'(x)x* = x°e*

u'(x) = xe*

u(x) = Ixe*dx =Xxe* —e ... (5)
Sustituyendo 5en 3

Ys 2 Yo :(Xex —eX)X4
y, = (X‘r’eX - x“ex) ......... (6)
Yy=Y.+VY,

Sumando 2y 6
y=cx' +x’e" —x"e" Solucién general.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial empleando el método del factor integrante y de
variacion de parametros.

y'+ (tanx)y =cos’ x
Empleando el factor integrante.

y'+ (tanx)y =cos’ x........... 1
d, (tanx)y =cos’ x
dx

dy + (tanx )ydx = cos® xdx

p(x)=tanx

El factor integrante es:

,u(x): o e _ ejtanxdx _omeos _ ooy
Multiplicando el factor integrante en 1 tenemos:
secxdy + ysec x tan xdx = sec x cos? xdx
d[(secx)y]=cosx

Integrando J d[(secx)y] =J cosx+c

ysecx =sinx+c

y =sin xcosx +ccosx Solucion general.

Empleando variacién de parametros.

¥ +tanx(y)=cos’ x

_ —J.p(x)dx _ _ —J.tanxdx
y=ce =y.=ce
y,=CCOSX
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hagamos ¢ = u(x)
v, =u(x)cosx

yi=—u(x)sinx + u'(x)cos x

—u(x)sin x + u'(x)cos x + (tanx u(x) cos x) = cos” x
u'(x)cos x = cos” x

u'(x)=cosx

u(x)=sinx

Y, —>y,=snXxcosx

Y=Y+,

Y =CCOSX + Sin XCOS X

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Este tipo de ecuaciones constituyen modelos matematicos que pueden aplicarse a problemas
de crecimiento y decaimiento poblacional, la ley del enfriamiento de Newton, mezclas,
circuitos eléctricos y algunos problemas de tipo geométrico.

Crecimiento y decaimiento.

d _
dt

kx  x(x,)=x,

Donde k es una constante de proporcionalidad, esta ecuacion se emplea como modelo en los
fendmenos en los que interviene crecimiento o decaimiento o desintegracion, por ejemplo,
problemas bioldgicos, de crecimientos o decaimiento de poblaciones, de reacciones quimicas
etc.

1. Laecuacion diferencial es (3—'? =k(M - A)

2. Laecuacion diferencial es ?j—':‘ =k (M -A)-k,A

3. Laecuacion diferencial es  x'(t) =r —kx(t) donde k >0
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Ejemplo.
Crecimiento bacteriano.
Un cultivo tiene una cantidad inicial P, de bacterias. Cuando t =1h la cantidad medida de

bacterias es 2 de P,. Si la rapidez de crecimiento es proporcional a la cantidad de bacterias

creciente P(t) en el momento ¢ calcule el tiempo necesario para triplicar la cantidad inicial
de microorganismos.

P _p

dt

Clign kdt

P

InP=kt+c,

P=e"1 =" c=e°

P =ce" Solucion general.
Cuando =0 P(0)=PF,

3
Cuando t=1h PO = > P,
Sustituyendo la condicion inicial.
P, = ce’
c=PF,
P=Pe"

Sustituyendo la condicidn final.

§a=%&®

_ k@

N|lw N

3
In= =k

m§:k
2

k = 0.405465

0.405465t
P=Pe

Calculando el tiempo necesario para triplicar la cantidad inicial de microorganismos.

3P _Pe0.405465t
0~ "0

In 3=0.405465 ¢

t=2.71h
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Ley del enfriamiento de Newton

dT
k-t
pm (T-T,)

donde:

k = constante de proporcionalidad
T = temperatura

Tm = temperatura del medio

t = tiempo

Forma de resolucién:

LI
T-T

(T =T.) =kt +C
T _T :ekt+C
C,=e°

T=Ce"+TM = Ley del enfriamiento

Ejemplo:

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300 °F. Después de 3 minutos es de 200 °F. 3En
cudnto tiempo se enfriard hasta alcanzar la temperatura ambiente de 70 °F2

T=Ce“+Tm

Ent=0, T =300
300 =C, + 70

C, =230

Sustituyendo Cl en la ecuacién
T =230e" +70

Cuando t=3 , T =200

200 = 230e™ +70

130 _ o

230

In(0.5652) = 3k
k=-0.190181

Sustituyendo k en la Ecuacion
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T =230e %% 170

Si T =70 (temperatura del medio)
70 = 230e 1" 170

In0=-.190181t

No existe

—.190181
Aproximando, T =230e +70, se obtiene que el pastel se acercard a Tm pasada la media
hora (t = 32.3 min)

Mezclas

— = (rapidez con que entra la sal) — (rapidez con que sale la sal) = R — R,

dt

Ejemplo:

Un tanque contiene inicialmente 300 galones de una solucién de salmuera. Al tanque entra y sale sal
porque se le bombea salmuera a razén de 3 gal/min, y se mezcla con la solucién original, en tanto
que sale del tanque a razén de 3 gal/min. La concentracién de la solucién entrante es de 2 Ib/gal.
Por consiguiente:

R-C2)3%) 62
gal” min min

mientras que salia con una rapidez de:
al,, A Ib A b
R, = (32 ) (o) =
min ~ 300 gal® 100 min

A partir de estos datos y de la Ecuacién Diferencial se obtiene la ecuacién:
dA_. A
dt 100

Si habia 50 Ib de sal disueltas en los 300 galones iniciales, §Cudnta sal habrd en el tanque pasado
mucho tiempo?

A(0) =50 Ib
d_A\+i — 6
dt 100

Resolviendo la ecuacién:
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pO=

100

~ L e b
A — Ce 100/ — Cp 100
C=u(t)

b

A =u(t)e @

1 _t _t
A= —mu(t)e 100 +y'(t)e

Sustituyendo en la Ecuacién Diferencial:
t

__t _t 7100
_ L e i L urye o L UM T g
100 100
t
u'(t)e 1°° =6

t
u'(t) = 6et00
L
u(t) = 600100

Sustituyendo U(t) en A
t t

A, =600e*® (e %)

Ap =600
_t
A=Ce 1% + 600 = Solucién General

Valuando inicialmente t = 0, A = 50

50 =C +600
C =-550

Sustituyendo en la Solucién General
t
A=-550e 1 +600

Después de mucho tiempo (t—> o)

A =600



Circuitos eléctricos

()
AN

R

La ecuacién diferencial que se utiliza para la resolucién de este tipo de circuitos es:

di | .
L—+Ri = E(t
It )

Ejemplo:

Un acumulador de 12 V se conecta a un circuito en serie, con una inductancia de 2 Henry y una
resistencia de 10 Q). Determina la corriente i si la corriente inicial es O.

Sustituyendo valores:

di .
L—+Ri=E(t
at )

Ldi10i-12
2 dt

4 20i=24
dt

Resolviendo la Ecuacién Diferencial

p(t) =20
i, = ce ™" e
i, =u(t)e™

i, =—20u(t)e ™™ +u'(t)e ™

Sustituyendo en la Ecuacién Diferencial
—20u(t)e ™™ +u'(t)e®™ +20u(t)e ™ =24
u'(t)e ™ =24

u'(t) = 24e**
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Sustituyendo u(t) en i

is N ip — §620te—20t — 6
)
i—ce 40
Sit=0,i=0
O:C+E
5
c=-2
5
Sustituyendo C en la solucién general
i — _§972Ot + g
5 5
. 6 _
i=—(1-e*")
3)

Para que la intensidad de corriente sea de 1 A:

6 —20t
1=—(@1-¢
( )

—20t

§:1—e
6

e—ZOt — 1_

~ OoO|o
ol

~20t= ()
t =0.08958 s
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