DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE LA NORMAL

Son tres distribuciones derivadas de la normal, las cuales se aplican es estadistica inferencial para modelas las
distribuciones en el muestreo. Estas distribuciones derivadas de la distribucién normal son: la ji-cuadrada

2
(}( ) lat de Student y la F de Fisher-Snedecor.

1. Ladistribucién ji-cuadrada.

La distribucion ji-cuadrada surge de la suma de normales estandar al cuadrado, su definicién formal es la
siguiente:

Definicién 1.1 Sean le Zz,---, Zk variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar,
entonces la variable aleatoria dada por:
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X=L+1,+1;+..+1; (1.1)

Tiene una distribucion conocida como ji-cuadrada con k grados de libertad.
Teorema 1.1 Sea X una variable aleatoria ji-cuadrada con k grados de libertad, entonces su funcién de

densidad es:

1 -
f (X) =———<x"*"? para x>0; y 0 enotro caso (1.2)
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Obsérvese que la funcién de densidad ji-cuadrada corresponde a una densidad gamma con parametros

k
p=2y a=-

2
La siguiente grafica muestra la funcién de densidad de esta variable para distintos valores de k, observe que
cuando k es pequefio la probabilidad se concentra en valores pequefios y conforme k crece la probabilidad se
concentra en valores mayores.
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Dado que la ji-cuadrada es | suma de variables aleatorias independientes, por el teorema del limite central, esta
distribucion se aproxima a un normal conforme k crece, como se puede ver en la gréfica.

El Unico pardmetro de la distribucién ji-cuadrada son los grados de libertad (el pardmetro k) que corresponde al
namero de variables aleatorias independientes en la suma que define la variable. La variable ji-cuadrada siempre
es positiva, pues corresponde a la suma de variables al cuadrado.

Teorema 1.2 Si Xl y X2 son dos variables aleatorias independientes, tales que Xl ~ ji-cuadrada con n

grados de libertad y Xz ~ ji-cuadrada con m grados de libertad, entonces X1 + X2 ~ ji-cuadrada con n +m
grados de libertad.

Resumen Variable aleatoria ji-cuadrada
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Funcién de densidad fk (X) = —ka/2 tg/2 para X >0
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La mayoria de los textos de Probabilidad y Estadistica contienen tablas de la distribucién ji-cuadrada con los
valores de x, tales que

P(X>X)=«

Para

a =0.995,0.99,0.975,0.95,0.90,0.10,0.05,0.025,0.01,0.005
Si se requiere calcular la probabilidad del complemento se usa la formula:

P(X <x)=1-P(X > Xx)



Ejemplo 1. Sea X una variable aleatoria ji-cuadrada con 9 grados de libertad, encontrar el valor de x, tal que:

e P(X >x)=0.025
¢ P(X <x)=0.025

Solucion:
Para hallar el valor de x, tal que:
P(X > x)=0.025

En la tabla de la ji-cuadrada busque en la columna correspondiente la probabilidad 0.025 y el renglon de 9
grados de libertad para encontrar X =19.023.

Para determinar el valor de x, tal que:

P(X < x)=0.025,

Se encuentra la probabilidad del complemento P(X > x) = 0.975, ahora en la columna de 0.975 busque el

renglon de 9 grados de libertad y ahi se encuentra el valor de X = 2.700.
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2. Ladistribucion t de Student.

La distribucidn t de Student la propuso en 1908 William S. Gosset, quien usaba el seudénimo de Student en
sus publicaciones y se define asi:

Definicion 1.2 Sean X y Y variables aleatorias independientes, tales que X ~ N(0,1) y Y ~ ji-cuadrada con
n grados de libertad, entonces la variable:

W = (1.3)




Es una variable t de Student con n grados de libertad. Los grados de libertad corresponden a los

grados de libertad de la ji-cuadrada del denominador.

distribucion t de Student para diferentes grados
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P(X <xX)=«
En el renglon superior de la tabla se hallan los valores para

a =0.75,0.90,0.95,0.975,0.99,0.995,0.9975,0.9999,0.99995,0.999975y 0.99999

En la primera columna estan los grados de libertad y en las restantes columnas se encuentran los valores de x.
Ejemplo 2.
Sea X distribuida como t de Student con 10 grados de libertad, encontrar la probabilidad.

e P(X <x)=0.95
e P(X>x)=005
e P(X <x)=0.05

Solucion:

e La probabilidad P(X < x) =0.95se lee directamente en la tabla, de manera que se debe ir a la
columna sefialada como 0.95; en esta columna se observara el rengldn de los grados de libertad igual
que 10, ahi se encuentra el valor de X =1.812.

e Laprobabilidadde P(X > x) =0.05, no latrae la tabla, pues la variable aleatoria X esta por arriba
del valor X. Para poder utilizar las tablas, se determina el complemento de esta probabilidad

P(X < x)=1-0.05=0.95, ahora, en la columna correspondiente a 0.95 se busca el renglon de

10 grados de libertad y en esa celda se halla el valor de X =1.812 .
e Laprobabilidad de P(X < x) = 0.05 es una probabilidad acumulada, pero en la tabla no se encuentra

el 0.05, de manera que para encontrar el valor de X se utiliza la simetria de la distribucién t, entonces
se satisface que P(X <—-x)=P(X >x)=0.05 y es el mismo valor del inciso anterior,

x=1.812.



3. Ladistribucion F

La funcién F la introdujeron George Waddell Snedecor y Ronald Fisher, razon por la cual esta distribucion
Ileva el nombre de sus autores.

Definicion 1.2 Sean Xl y X2 variables aleatorias independientes con distribucién ji-cuadrada con grados de
libertad V; yV,, respectivamente, entonces la variable aleatoria:

F — Xl/Vl
X5/,
Tiene distribucion F con V) yV,, grados de libertad. Observe que los grados de libertad son los de las

variables ji-cuadrada que estan en el numerador y en el denominador respectivamente.

La funcién de densidad F tiene una grafica semejante a la grafica de la funcién ji-cuadrada, como se puede
observar en la siguiente figura:

f(x)
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Forma de la curva de esta
distribucion segunv, y v,

También se publican tablas para la obtencidn de los valores de la probabilidad:
P(F>x)=«

Algunas de ellas consignan los valores de « =0.1,0.05,0.01y 0.001.

En el primer renglén de la tabla se tienen los grados de libertad del numerador (Vl) y en la primera columna

de la izquierda estan los grados de libertad del denominador (Vz) , Los valores de la tabla se denotan por Fa .

Ejemplo 3.



Encontrar:
a) Fyg con,=6Yyv,=10
b) Fog conv;=6Yyv,=10
Solucién:
a) Los grados de libertad del numerador son V; = 6 y los grados de libertad del denominador son
v, =10.con & =0.05 de latabla F se lee 3.22 Por tanto, Fos.6.10 =322,

b) Para este inciso se busca ¢« =0.01 en la tabla F con V1:6 yV2=10y se obtiene
I:0.01,6,10 =5.39



