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El potencial electrostatico es: ® =
47E,

[ar

”
Para el potencial en puntos lejanos, debemos determinar el desarrollo en serie de Taylor

de: 7 1~,| en la vecindad de 7' =0.
r—r

1

- =
|7 =7

Entonces, sea ¢(7') =

O(7+A%)=¢(7),con & - 0 y A =7
Pero de acuerdo con la ecuacion (*) - ver archivo anterior:

o (7 +Aﬁ)=i%(AZ-D*)"¢(ﬁ) donde ¢(7)= !

n:()n. |’—;_Z|

n!

=0(7)=X (707 0|,

Desarrollando los primeros tres términos de la suma:

e Paran=0:

Ly, —w\0, - o 1 1
0—!(7’ = ) 6¢:) R0 =6() 7=0 _|7—O| _;
e Paran=1:
1 . ® - Iy * . e * 1
o o =r o]

e Paran=2:

i(;’.m*)zq)(;*)‘ ool r_"‘3 I e I 'r_r;n
2! A=0 Dl |,7—,7* 2! F-7
=0 =0
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F=r r = 20 2! 7'5
V=
0 TG L T TG It I | 1 G it
=_<re - | = - =_
2 r’ P2 r r 2 r
Entonces:
1 &y ey oy L FeF 1| 3(FeF) =
|,7_,7'|~;;(r -U ) ¢(l”*)| “ _;"' 3 "'—{ s

Sustituyendo en el potencial:

e - — - =\2 2.2
o= L g P0) ] Idv’p(f')[h’"}’ﬁlf(r r) - D
47E, ;. |r -7 4mE, ;. r

1 1 -1 1 — 1= —r 1 1 -1 -1 —>\2 ]
:47720r£d p(r)+477£ r r.;“,dV rp(r)+8m 7 Jav (F)P(r.r) 2 2}

0

Pero en la tercera integral:

-1 =\2 2 2| ' ! 2 _ ' 1 2
[3(r'-r) -r'r }—3inxi ijxl. -r le.xl. —Sle.xl. xx, = Zd.x,x.
i J i i,j i,j

i

= J.dV',O(F')[3(;7'-F)2 - r'zer = J‘dV'p(F'){z3xl_xi'xjx.' —r'225.x.x.:|
v v iJ iJ

J y i
= le.xjjdV'p(F')Px;xj' - r'zdj}
L] V'
Por lo tanto:

1

_ | I e 1 - P
b= jdV'p(r’) + . r.jdV'r'p(r') + - le.xf IdV'p(r')[?axi X; —r'zb_ij}
ArE)r 5 drer” 5, e, r o
%,—/
carga total (monopolo) momento dipolar momento cuadrupolar
r P [

Las integrales representan los momentos de la distribucion de carga

Transformando

far %
;

n

() - g,
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Distribucion continua discreta ‘

1. Carga total o monopolo Q, J‘ dv' ,0( ,7') an escalar
>
2. Momento dipolar D j av'7 p(7) ud, vector
V' n
3. Momento cuadrupolar 0, _[dV',O(F')PXI-'x S '25,-,} >4, [3)@'?@' —r'25,r,1 tensor
VV n
:CD~1Q+ ! Fep + ! ZxQx
4rEF T ATE P 8TE, 1 45 =
— T A —
L= 1 QT+ 1 p;r 1 rgr
41, 1 471E, ¥ e, r
donde
O, O, Os)x
FrQF = : »x;nyj =(x1 X, x3) Oy On Oyl x
" O, On, Oy)\x
con

0, = J‘dV'p(F')[3xi'xj' —r'zé_i/} o D4, [le.'xj' —r'zé;j}
V' n

De la definicién del tensor cuadrupolar, podemos notar las siguientes propiedades del
tensor:

 El tensor es simétrico: 0, =Q;

» Latraza (suma de los elementos diagonales) es igual a cero:

>0, = J dV'p(?’)IZ[Bxi'xi' —r'chil} = ‘[dV'p(F')ZPx;Z —r'z}

i

= IdV',O(f')[3(x1'2 +x2,2 +x3,2) _37"2:| =0
7

:>Q11+Q22+Q33 :O

= 0 solo tiene 5 elementos independientes, tres de los elementos no diagonales y dos

por la condicién de la traza.
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Ejemplo:

Calcular el potencial que crean a grandes distancias cuatro cargas puntuales situadas en
el plano YZ de forma que ocupan los vértices de un cuadrado de lado /. Las cargas
tienen magnitudes iguales y signos alternados:

momento monopolar:

7 A
0, =) q,=+q-q+q-q=0
2\ ‘ "
~q ¥

q momento dipolar:
p=274,=0(q)+1(~q) +1(5+2)(q) +19(~g) = 0

momento cuadrupolar:

0,=Yq,[ 3%/ -]

0, =[5 ~r*|=a(0)-a(-+)+a(-2%)a(-+) =a 24+ =0

0, :an |:3x2'xz' _r'2:| :q(O) _Q(_lz) +Q(312 _212) _(](312 —12) =q12 +ql2 —2ql2 =0

Como la traza es igual a cero: O, +Q,, +0,, =0
y en este ejemplo: 0, =0,, =0
Entonces

0y, =0
Ahora los elementos fuera de la diagonal:
0,=0,= zqn |:3x1'x2’j| =0
O5=0; = 261,, |:3x1'x3':| =0
0,=0,= an |:3x2'x3':| = (](312) = 3q12

Qll Q12 Q13 0 0 O
Entonces: 0=|0Q,, 0, 0, |=|0 0 3¢

O, O, 0Oy 0 3‘112 0
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O, O, Ou)x 0 0 0 X
FTQF=(X1 X, x3) 0, On On|x =(x Yy Z) 0 0 3q12 y
O, O Op)\x 0 3‘112 0 z
X
=(0 3ql’z 3q12y) y |=3ql*yz +3ql° yz = 6q1*yz
z
- = =T A= 2
= 1 QT+ 1 p-3r + 1 rgr=O+O+L%SyZ
dre, r  4ATE, I e, r e, r

1 6g°yz _ 1 3ql°yz
’ 47E, r

=>0=
e, r

. y = rsenlsengd
usando coordenadas esféricas :
z=rcosf

1 3gl’r’senfBcosBseng 1 3ql’senBcosOseng 1 3ql’sen2Bsend

5 3

=>o®= 3
47E, r 47E, r 47E, 2r

la ultima igualdad es debido a que: sen20 =2sen@cosf

1 3gl?

Odb= 5
4re, 2r

sen2@seng
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