La Integral Definida e Indefinida
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Concepto de sumas de Riemann

Si f es positiva, la suma inferior de Riemann es
la suma de las areas de los rectangulos que
tienen por base los subintervalos y la altura
inferior de la funcion, que es menor o igual al
area limitada por la funcion vy el eje x.
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Si f es positiva, la suma superior de Riemann es
la suma de las areas de los rectangulos que
tienen por base los subintervalos y la altura
superior de la funcion, que es mayor o igual al
area limitada por la funcidon vy el eje x.
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Una sumatoria es la suma de una sucesion de términos
a1+az+aa +”‘+a|'|
ésta se representa utilizando el simbolo sigma: ).

n
ZEF a1+32 +33+...+3n
1=1
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5
Hallar el valor de la sumatoria ZF
i=1

Solucion:
Se sustituyen por i los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y
finalmente se suman estos resultados para obtener el valor de la sumatoria.

5
le (1 +@2°+(3)+ (@) +(5)°=1+4+9+16+425=55

i=1

por tanto,

5
3 =85,
=1



Propiedades de las sumatorias

1)$k=(n-a+1)& 3) :ic-f(i)=c-if(i)
2 g[f(m of)] = §fm+ gg(i) 4 glf(i)-f(a-ﬂ] - )-1(0)



Calcular la suma
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Tarea:

Calcular las siguientes sumatorias
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Sea una funcion definida en el intervalo [a,b], el area “A* bajo la grafica f(x) en el

intervalo dado, se puede obtener realizando estimaciones con rectangulos inscritos
o circunscritos como se ilustra.

Rectdngulos inscritos Rectdnqulos circunscritos
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Es importante mencionar gue los valores de x no estan restringidos para valores

negativos, para lo cual se tendra la siguiente interpretacion geomeétrica.

A(G(L,3,D))-A(G(L ,2,0))x-0.766892

El area bajo la curva estaria dada de la siguiente forma:

A=A1-A2+A3



i
Hallar el area limitada por la curva f(x) = x* + 2 y el eje X en el intervalo [ 4]

utiizando sumas superiores.



Hallar el area limitada por la recta f(x) =--§—x+1 y el eje, mediante sumas

superiores en el intervalo [-2, 3]



Tarea

Hallar el area empleando sumas superiores.
1) f(xX)=4x+5 ;x=2,x=5

2) f{x)=—2x+6;x=1,x=4

3) fx)=4-x*; [-22]
4) f(x)=x>—4x; [-11]

5) f(x) =2x°—4x+3;x=0,x=2



La integral definida

Si ¢ es una funcidn definida en el intervalo cerrado [a, b], enton-
ces la integral definid: de £ de a a b, denotada por:

b
‘ f(x) dx

=]

tn Ta notacion anterior, f(x) se 1lama o (ntegrando, a y b son oy

Lxthenod de integracidn; el valor a es el extreno {nfens '
b es el extremo superion, (njenion y el valg

%T sinbelo [ dx e el 11§madﬂ §4gno de integhacidn. Obsérvese que
el s1gnc de 1ntegracion siempre contiene al de diferenciacion,
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y=f(x)



Interpretacion geomeétrica de la

integral
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jff{-r)ff-!' = A(R) ‘[:f[;r] dr = —A(R) j:j flx)dr = A(RT) - A(R™)

AR) = .(ff[;r]d.r A(R) = —Ifff(.r}rf.a' AR)=AR")+ AR =

= [*f(x)dz - [ f(z) dx



Funcion integrable
Definicion

Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b].

b
1. f esintegrable en [a,b] si hay un nimero denotado por fﬂ f(x)dx, tal que

b

f(@dr = lim Zf

. JA]1-0

b
2, Elndmero fﬂ f(x)dx, si existe, se llama la integral definida de f desde a

hasta b,



Teorema

Sif es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces es integrable,

b
i

Es conveniente aclarar que este teorema garantiza Ia existencia de | f(x)dx

Cland

Cland

0 f(x) s continua [a,], pero en algunos casos puede existir esta integral a un
0 |a funcion sea discontinua en algunos intervalos de [a,b]. En otras

palabras, Ia condicion de continuidad en un intervalo es suficiente pero no

necesaria.



Propiedades de la integcral definida
Teorema 1
51 ¢ es nuna constante, entonces

B
f cdx = c(b — a)

Teorema 2

51 f es integrable en [a.b] v si ¢ es una constante. entonces

J:: c flx)ldx = cLbe::.:::de

Teorema 3

5i f v g son funciones continuas en [a,b]. entonces.

fb (Fix) + g(x))dx = j; CFlaodx + j; " g(xrdx

Lr 8

Teorema 4

51 a<c<"b v f es intecrable en [a,b]. [a.c] ¥v[c.b]. entonces

J:: fFilx)dx = J::f{:x:]d;r+ J;bf[:x:]dx



511 es una funcion continua en |a,b], entonces

J‘hf(x)dx= —

ﬂﬂf(x)dx
b

W

S1 f(a) existe, existe

fﬂf(a)dx =0



Teorema Fundamental del Caleulo

£

ﬂnida 0

»

q
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EL antecedente historico de los conceptos basicos de la integral de

aportaron Los antiguos griegos, principalmente ¢l matematico Arquimedes de

diracusa (287-1

L eibniz{ 1040-1716 d.C) en forma independiente es
Jimada por una curva, evaluando una integral de

1a.C). Fue en el siglo XVII cuando Newton(169)-

mi0y

ablecieron el area de una region
[nida mediante una

antiderivada, lo cual dio origen al Teorema Fundamental del Caleulo,



Antiderivada

Una funcion F sera antiderivada de otra funcion f en un intervalo [a,b], si
F’(x)=f(x) para todo valor de X en un intervalo.

Ejemplo 1

Sea F(x)=x"+2; entonces F’(x)=2x. Por la definicion anterior, si f(x)=F’(x), se tiene
que f(x)=2x. Se observa que f(x) es la derivada de F(x) y por lo tanto F(x) sera
antiderivada de f(x).

Ejemplo 2
Obtener una antiderivada de f(x)=2x

Una antiderivada de f(x)=2x podria ser F(x)=x" . Como se puede observar, tanto
F(x)=x", como F(x)= x'+2 podria ser antiderivada de f(x)=2x.



Teorema

La funcion £(x) tiene una antiderivada particular en [ab] que es (x). La

antiderivada general de f(x) es F(xj+c ; donde ¢ es una cons

Kl

Jas antiderivadas de £(x) se pueden obtener asiznando algun va

e arhit

0r par

ol

]

1y todas

ara (.

£ decir debemos de encontrar una funcion que al dertvarla de como resultado [a

funcion que se quiere Integrar,



Calcular la integral
a) |, 3z°dz
Solucion

Para calcular dicha integral, primero se obtiene una antiderivada o primitiva de
la funcioén del integrando f(z) = 3z2. Para obtener el valor de la integral, primero

es necesario evaluar esta antiderivada en 2 v en 0; luego se restan estos valores:

2 2
Jo 37%dz = 2°| =8

Es importante hacer notar que la antiderivada z3 — 6 (o cualquier otra) el

resultado no cambia.
2 2
f 3z2dz = (z° - 6)|, = (2® - 6) — (0° —6) = 8
J0

b) [, (3x% — 1dx

2
o J " cosxdx



Teorema Fundamental del Caleulo

. La funcion f(x) es continua e

), Sealafur

(01 g

al Interva

X) tal que g’

0 [ab].

16l

itervalo |

X) para f

it

lo valor de x que perfenece



Formulas basicas de Integracion

1. fdu =u—+c

2. [(u+v—w)dx = [ udx + [ vdx — [ wdx
3. | audu = a | udu a= constante
n+1

4. [ u"du = i::+1 - ¢ n diferente de -1
5. [ senudu = —cosu+c
6. [ cosudu=senu-+c
7. [ sec’udu =tanu + ¢
8. [esc?udu = —cotu+ c
9. [ secutanudu = secu + c¢
10. [ cscucotudu= —cscu-+c

- du
11. , — ang senu + c

) T 9

du 1 u

12. [ s=_—angtan —+c

. d 1
13. | - — —_ang sec — + ¢

w  ut —as a a



Calcular las siguientes mtegrales

4
o [ x'dx e [secxtan x dx
. f:(l — x)Vx dx

. :13 dx * g

- dw
) :_11/22(311' ® J-4+w3

3
¢ J, 2dx
0 :_11(5%2 - x)dx
' 11//22(954 - 2x% +1)dx

dx

x3+5x2-4
'f 2



Ejercicios tipo examen

1) Determinar el valor medio de la funcién f(x) = 2 + |x| en el intervalo [-2,3]



2) Sea la funcion f{z)=f Determinar
a) Elvalor de fﬂl f(x)dx utilizado el limite de las sumas de Riemann.

b) Elvalor promedio de f en el intervalo [0.1].

¢) Elvalorde x € R cuva existencia garantiza el Teorema del Valor Medio del
Calculo Integral.



3) Obtener el valor medio de la funcion f en el intervalo [1.8] si su grafica es




4) Mediante el limite de Sumas de Riemann., Calcular _]1_12(—2.1'3 + x)dx

-



5) Pmﬂf —dx calcular:

a) Ssuv :'-ll-l}l por medio del limite de Sumas de Riemann.
b) El valor medio de la funcion en el intervalo [0.4].



1 |
6) Mediante el limite de Sumas de Riemann, calcular fﬂ (x +3)“dx



Primer Metodo de Integracion “Cambio de Variable”

-b

f (9(x))g'(x)dx donde fy g son funciones continuas en el intervalo

Si se tiene |

mencionado, entonces el cambio de variable u=g(x) puede simplificar la integral a
alguna forma conocida.



Estrategia para realizar un cambio de variable

|, Elezir una sustitucion u=g(x), Usualmente, es mejor eleair |a parte inferna

de una funcion compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia

!

L, Calcular du =g (x)dx
3, Realizar el cambio de lmites de mtegracion.

4, Reascribir Ia imtegral en termmos de la variable
3, Calcular la mtegral



Ejercicios para clase

) J_—E dt

1 (t+3)3

2) Jﬂ 2xVx% +9dx

(x+1)

dx

3 [

9 [

1 n.-"r:.r3+2.1:+2

1)"2dx

5) fﬁx(senfjd:r

4 (1+{‘] dx

6) |,
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