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2. 1 Probabilidad
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Experimento Aleatorio

EL término “experimento aleatorio” se
utiliza en la teoria de la probabilidad para
referirse a un proceso cuyo resultado no es
conocido de antemano con certeza.

“Suma de valores en el lanzamiento de 2
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Ejemplos

- Numero de piezas defectuosas en
una muestra de 100 piezas.

« NUumero de llamadas a una centralita
telefonica en un dia.

» Energia eléctrica consumida en
Madrid durante un periodo de
tiempo.
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Espacio Muestral

Conjunto formado por todos los posibles
resultados de un experimento aleatorio.

* DISCRETOS:
« Lanzamiento de un DADO: S ={1,2,3,4,5,6}
* Piezas defectuosas en una muestra de 100
S ={0,1,2,...,100}
- Llamadas a una centralita durante un dia
S ={0,1,2,3,...,00}

« CONTINUOS:

+ Energia consumida en Madrid: S={[0, )}
-
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Suceso

Cualquier subconjunto del espacio muestral.

- “Obtener un nimero par al lanzar un dado”:
A ={2,4,6}

- “Observar menos de 5 piezas defectuosas en una
muestra de 100”: B ={0,1,2,3,4}

- “Tener mas de 50 llamadas de teléfono en una hora”:
C ={51,52,...,}

- “Tener una demanda de energia eléctrica entre 300
Mwh y 400 Mwh” : D =(300,400)
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Operaciones

Sean Ay B dos subconjuntos de S
* Unidn
AuB={x:(xe Ao (x e B)}
* Interseccion A
ANnB={x:(xe Ay (x e B)
« Complementario
A= {x : xe A}
-
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Propiedades

Dados tres sucesos 4,8 y C de un espacio muestral S
AuB=BUA

ANB=BnNA
Au(BuC)=(4AuB)uC
AN(BNC)=(ANnB)NnC
AU(BNC)=(AuB)N(AuUC(C)
AN(BUC)=(ANB)u(AnC)

Conmutativa : {
Asociativa: {

Distributiva : {

AUB=4NB
Leyes de De Morgan : AYB=405
ANB=A4uUB
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Axiomas de Probabilidad

Dado un espacio muestral S, una funcion de probabilidad
asigna valores P(A) a cada suceso A C S y satisface::

1. 0<P)<1

2. PES) =1

3. Para una secuencia de sucesos 4,,4,,..., 4

n

que cumplen 4, N A, =& cuando i # j
P J4)=>_ P(4)
i=l1
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Problema fundamental

« Dado un espacio muestral discreto con resultados
A, A, ..., A,, el experimento aleatorio queda
caracterizado si asignamos un valor P(A,) no
negativo a cada resultado A, de forma que

P(A,)+P( Ay)+ ...+P(A )=1.

* Ejemplo. Se lanza dos veces una moneda.

XX, XC,CX,CC}

Se asigna probabilidad 1/4 a cada uno de los cuatro
resultados.
¢, Bs una asignacion correcta?
- |
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Propiedades elementales

1. P(Q)=0.

2. P(A)=1-P(A).

3. Si A c Bentonces P(4) < P(B).

4. Para dos sucesos cualesquiera 4, B C S,
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).

5. Paramnsucesos 4,4,,....4, S,

P(CJA,.) :iP(AI.)—Zn:Zn:P(AI. NA)+

i=l j>i
DI D PUNANA)++ () PA N4, NN A,)
i=l j>i k>j
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Asignacion de probabilidades

1. Clasica (Laplace): Equiprobabilidad
2. Frecuencialista (von Mises, 1931)

3. Subjetiva
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Clasica: sucesos equiprobables

Sea un experimento con un numero finito N
de resultados excluyentes y equiprobables,
la probabilidad del suceso A es

PA)="2,

donde N es el numero de resultados
posibles del experimento y N(A) el numero
de resultados favorables al suceso A.
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Ejemplos (equiprobabilidad)

- Lanzamiento de una moneda. S={C,X}

P(C)=;
« Lanzamiento de un dado. S={1,2,3,4,5,6}
P(" Numero par") = Z = ;

« Extraccidon de una de las 40 cartas de la
baraja, S={1 Oros,2 Oros,...., Rey Bastos}
1

P(Bastos) = 10 =—,
40 4
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Lanzamiento de dos dados

ler Dado

_A—
- N

1 2 3 4 5 6
(1,1)] 2,1)] 3,1) | (4,1)| (5,1) | (6,1)
(1,2) | (2,2) | (3,2) | (4,2) | (5,2) | (6,2)
(1,3) | (2,3) | (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
(1,4)] 2,4)]| (3,4) | (4,4)| (5,4) | (6,4)

)
)

2° Dado <

(1,5) | (2,5) | (3,5) | (4,5) | (5,9) | (6,5)
(1,6) | (2,6) | (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

P(“suma 7”) = 6/36 = 1/6

oSOl B W N =
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Urna: 2 Negras y 3 Blancas

1* Bola
B1 B2 B3 N1 N2
‘ B1 B2,B1|B3,B1 ,B1[N2,B1
B2 , , ,B2[N2,B2]
‘ B3 s s s N2,B3|

N1
N2

Se extraen dos bolas al azar, una detras de

otra, sin reposicion.

P(“12 Blanca y 22 Negra”) = 6/20 = 3/10

2* Bola
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Urna: 2 Negras y 3 Blancas

12 Bola

‘ O B1 B2 B3 N1 N2

B1 |B1,B1|B2,B1|B3,B1]N1,B1|N2,B1

B2 |B1,B2|B2,B2|B3,B2|N1,B2|N2,B2]

B3 |B1,B3|B2,B3|B3,B3|N1,B3|N2,B3|

O ‘ O N1 |B1,N1|B2,N1|B3,N1|N1,N1|N2,N1

N2 [|B1,N2|B2,N2|B3,N2|N1,N2|N2,N2

Se extraen dos bolas al azar, una detras de

otra, con reposicion.

P(“12 Blanca y 22 Negra”) = 6/25

22 Bola
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Combinatoria: s objetos tomados de dos en dos

SIN REEMPLAZAMIENTO CON REEMPLAZAMIENTO
Primera extraccion Primera Extraccion
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) 1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1)
2 (1,2) (3,2) (4,2) (5,2) 2 (1,2 (2,2) (3,2) (4,2) (5,2)
IMPORTA 3 (1,3) (2,3) (4,3) (5,3) 3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3)
4 (1,4) (2,4) (3,4) (5,4) 4 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4)
EL ORDEN 5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) 5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5)
Numero = 20 Numero = 25
Primera extraccion Primera extraccion
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1 .
NO IMPORTA | 2 (1.,2) 2 1.2 | 22
3 (1,3) (2,3) 3 (1,3) (2,3) (3,3)
EL ORDEN 4 (14 [ 24 | B4 4 4 | (24 | B4 | 44
5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) 5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5)
Numero = 10 Namero = 15
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Combinatoria: Namero posible de
reordenaciones de » objetos tomados de » en r

SIN CON
REEMPLAZAMENTO REEMPLAZAMENTO
IMPORTA n! .
EL ORDEN (n—r)! "
NOIMPORTA n n+r—1
EL ORDEN (r) ( r j
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1-6-21-29-33-43

La primitiva. Se eligen 6 numeros distintos del 1 al 49,

ambos inclusive.

* Probabilidad de acertar los 6.

* Probabilidad de acertar 5.
* Probabilidad de acertar 4.

* Probabilidad de no acertar ninguno.

* Probabilidad de que salga un niimero concreto, por

ejemplo el numero 1.
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Primitiva
6) (43
X
1 AN 258
P(Acertar 6) = = =0,000000072 P(Acertar 5) = = =0,000018
49) 13.983.816 49 13.983.816
6 6
i <)
4)7\ 2 6
P(Acertar4) = = 13.545 =0,00097 P(Ninguno) = = 6.096.454 =0,
49 13.983.816 49) 13.983.816
6 6
48
P(Salgaell) > 6 01224
algaell)=-—<=—=0,
g 49 49
6
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* En una estacion de metro hay 5 pasajeros esperando a un
- tren con 10 vagones, si cada pasajero elige un vagon al azar,
(cual es la probabilidad de que todos elijan un vagén

diferente? N(A) 10X9x8X7x6
P(A): = 105

* De un lote con 100 piezas se toman al azar 10, si todas las
piezas elegidas son buenas se acepta el lote y se rechaza en
caso contrario. ;Cual es la probabilidad de aceptar un lote
con 10 piezas defectuosas?

N:(loojz 100! N(A)ZG((D: 90!

=0.3024

10 ) 10190 80!10!
N(4) 90! 90! _ 90x89x---x81

P(A) = - =0.330
N 80!100 100x99x---x91
- ]
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Cumpleanos

Probabilidad de que en un grupo de r = 25 personas
haya al menos dos con el mismo cumpleanos.

00-6= 0.0

r
A ="No haya ninguna coincidencia"

365%(365-1)%---X(365—7+1)
365"
P(4) =1-PA), r=25—P(4) =0.578

P(A)=
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Probabilidad y Frecuencia Relativa

La probabilidad P(A) de un suceso A es el
limite

P(A) = lim "4

n—oo n

donde n, es el nUmero de veces que ha
ocurrido A al repetir el experimento n
veces en idénticas condiciones.
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Frecuencia relativa de caras

—
o
o

0,50

N2 de Caras / N° de Lanzamientos

o
o
S

50 100 150 200

N2 de lanzamiento

o
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APARICIONES DE LOS NUMEROS
EN LA COMBINACION GANADORA

La [%éﬂ Primitiva

N

TOTAL

2000 2001

Nl'l

TOTAL

2000 2001

O | o | & || 184 | 11 | 1
Y| m | 3|7 [ W] e | 17| 8
S| e [z | 4 | g)| 191 | 10 | 12
G| 18 | 11| s [ 3| 180 s | s
G| 1 |20 | 10| gg| 168 [ 19 | 11
Q)| 184 |17 [ 6 [y 166 8 | 12
a3 | 168 o [ 12 [ g9 | 182 | 14 | 8
| 17 | 18 | 16 | g9 | 167 7 | 1
)| o [ |15 [ gy | 81 | 14 | 14
)| 168 |14 [ 10 | @ 152 | 10 | 9
Y| 19 [ 13| 6 [@)| 176 | 16 | 7
&S| 18 | 1|10 | @ 14 |13 | 7
Total sorteos 1.380 iZOOO - 104i' 2001 - 74;
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APARICIONES DE LOS NUMEROS
ENLACOMENAUONGANADDRA

La [%éﬂ Primitiva

N

TOTAL

2000 2001

Nl'l

TOTAL

2000 2001

@ 177 14 | 7 és) 166 10 3
' @ 169 14 | 16 @ 156 14 | 10
@ 169 10 | 10 @ 173 13 | 12
‘3.1) 161 12 | 8 @ 160 15 | 7
‘35) 162 6 | 11 ,34) 173 16 | 16
@ 174 12 | 7 é‘) 178 18 | 7
‘si) 165 13 | 8 @ 193 12 | 10
@ 190 16 | 9 @ 168 8 9
@ 175 1 | s ~az> 163 12 | 10
@ 158 s | 10 @ 163 15 | 1
@ 182 13 | 9 @ 157 15 | 7
@ 190 19 | 6 @ 166 15 | 8
49 151 9 11
NO INCLUYE LA APARICION DEL NUMERG COMPLEMENTARIO
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Probabilidad Condicionada
Mujeres Hombres
M) H) TOTAL
F“m(aFO)'meS 0,12 0,18 0,30
No Fumadores
N) 0,39 0,31 0,70
TOTAL 0,51 0,49 1,00
P(F|H)= 018 _ 0,40
0,45
P(F)=030 -
P(F|M)= 0.2 _ 0,22
0,55

\
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Probabilidad Condicionada

Definicion. Sea B un suceso con
probabilidad distinta de cero, se
define probabilidad del suceso A
dado B a:

P(ANB)

P(A|B)= B
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Utilidaa

 Actualizar probabilidad del suceso A en
funcion de la informacién disponible /

P(A/l) = P(AnI)/P(l)
e Calculo de la interseccién de sucesos
P(A nB) = P(A|B)P(B)
 Calculo de probabilidad de un suceso

P(4)=P(ANB)U (AN B))
= P(A| B)P(B)+ P(A| B)P(B)
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Ejemplo Urna 0O
OO

Probabilidad de “12 Blanca y 22 Negra”
 Sin reemplazamiento:

P(B1 nN2)=P(B1) P(N2| B1)
= (3/5)(2/4) = 3/10
- Con reemplazamiento:
P(B1 nN2)=P(B1) P(N2| B1)
= (3/5)(2/5) = 6/25
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Cumpleanos

Probabilidad de que en un grupo de r = 25 personas
haya al menos dos con el mismo cumpleafnos.

B. ="No haya ninguna coincidenciaen r"
P(B,) = P(B)P(B,| A)P(B;| A4 #4,)--P(B, |4 #A4, #---#4,_,)
365—-1_365-2 365—-r+1
X X Xeoo X —m——
365 365 365
P(B.) =1-PB,), r=25—P(B) =0578

=1
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Ejemplo

e O O
0%el O

Urna U1l Urna U2

Se elige una urna al azar y se extrae una bola: ; P(Blanca) ?
P(B)=P(B|U)PU1)+ P(B|U2)P(U2)
3 1 1 17
+ —_—

=—X— —xl——:0.425
5 2 4 2 40
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Ejemplo (cont.)

e O O
0%el Co®

Urna Ul Urna U2

Se toma al azar una bola de Ul y se mete en U2. Se extrae
una bola de U2: ; P(Blanca) ?

P(B) = P(B| BI)P(Bl)+ P(B| N1)P(N1)
_2.3.1.2_38

SxZ4oxZ=—"=032
T575 575 25
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Independencia

Si el conocimiento de la ocurrencia de un suceso B cambia
la probabilidad de que ocurra otro A4, se dice que 4 y B son
dependientes, en ese caso P(A4|B)# P(A).

Cuando el suceso 4 es independiente de B, la ocurrencia de
B no cambia la probabilidad de A4, es decir P(4|B) = P(A).

Como P(A|B) = P(AB)/P(B),

Ay B son independientes < P(ANB) = P(A) P(B)
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Lanzamiento de dos monedas

S = {CC, CX, XC,XX}

Hipotesis:

* Monedas equilibradas: P(C) = P(X)

* Independientes

. B

P (CC) = P(C) P(C) = (1/2)x(1/2) = 1/4
P (CX) = P(C) P(X) = (1/2)x(1/2) = 1/4
P (XC) = P(X) P(C) = (1/2)x(1/2) = 1/4
P (XX) = P(X) P(X) = (12)x(1/2) = 1/4

-
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Independencia (3 0 mas sucesos)

* Tres sucesos 4, B'y C son independientes si
*P(A NBNC) =P(A4) P(B) P(C)
*P(A N B) = P(4) P(B)

*P(A nC)=P(4) P(C)

P(B N C)=P(B) P(C)

* Los sucesos 4;, 4,, ..., A, son independientes si
cualquier subconjunto 4;;, 4;,, ..., 4j, cumple

P(Aijmigm---mAil) = P(A”)P(AZQP(AU()

-
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Probabilidad Total

Particion.
B,B,,..B,: B,cS§
B.NB, =4, Vi#j
BUB,U---UB =8§

P(A)=P(ANS)
= Pl[An(B,UB, U---UB,)]
= P[(ANB)U(ANB,)U---U(ANB,)]
=P(ANB)+P(ANB,)+---+P(ANB))

‘P(A) = P(A| B)P(B,)+P(A|B,)P(B,)+-P(4| B,)P(B,) \
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Teorema de Bayes

Sea B,,B,,...,B, una particion del espacio S
talque P(B,) >0, para j =12,...,nysea 4
cualquier suceso con P(4) > 0, entonces

para cualquier B, :

P(A|B,)P(B,)

P(B|4)=— .
ZP(A|Bj)P(Bj)
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Ejemplo (Bayes)

[
M-1 M-2 M-3
5% D 10% D 20% D
200 p/h 100 p/h 100 p/h
ALMACEN

El porcentaje de piezas defectuosas fabricadas por tres maquinas
es 5%, 10% y 20%. La primera fabrica 200 piezas por hora y las
otras dos 100 piezas por hora. Todas las piezas fabricadas se
llevan a un almacén. Al final del dia se toma una pieza del

almacén y es defectuosa, ;cual es la probabilidad de que
procedade M I
- |
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P(D|M,)P(M
P(D[M)P(M,)+P(D|M,)P(M,)+P(D|M,)P(M,)
0.05x0.5

= = 0.25
0.05%x0.5+0.20%x0.25+0.10x0.25

P(D|M,)P(M,)

P(M,|D)=
P(D[M)P(M)+P(D|M,)P(M,)+P(D|M,)P(M;)
_ 0.20x0.25 —0.50
0.05x0.54+0.20x0.25+0.10x0.25

P(D|M)P(M)+P(D|M,)P(M,)+P(D|M;)P(M;)
_ 0.10x0.25 025
0.05x0.5+0.20x0.25+0.10x0.25

P(M,| D)+ P(M,| D)+ P(M,|D)=1
e
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Si una persona es portadora del virus A, un analisis de sangre
lo detecta el 99% de las veces. Sin embargo, el test también
proporciona “falsos positivos”, indicando la presencia del
virus en el 3% de personas sanas. Si so0lo 5 de cada 1000
personas tienen el virus, ;cual es la probabilidad de que una
persona tenga el virus realmente si el andlisis ha dado
positivo?

J ="Tener el Virus" S ="El analisis es positivo"
P(VnS) P(S|V)P(V)

P(S)  P(S|VPOV)+P(S|V)PV)
B 0.99x0.005 ~
0.99%0.005+0.03x0.995
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P(V|S)=

0.142

Ejemplo Virus
(Aplicado a 1.000.000 personas)

SANOS ENFERMOS Total

NEGATIVO | 965.150 50 965.200
POSITIVO 29.850 4.950 34.800
Total 995.000 5.000 1.000.000

Entre los 34.800 que han dado positivo, sélo
4.950 tienen el virus

P(V|S) =4.950/34.800 = 0.142
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2. 2 Variable aleatoria

Experimento Aleatorio

EL término “experimento aleatorio” se utiliza
en la teoria de la probabilidad para referirse a
un proceso cuyo resultado no es conocido de
antemano con certeza.
“Suma de valores en el lanzamiento de 2
dados.”
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Variable Aleatoria

Una variable aleatoria es una funcion que asigna un numero
real a cada uno de los resultados de un experimento aleatorio.

Lanzamiento de 2
mohnedas

X(s) =Numero de CARAS
S X(s)
CC— 2
CX -1
XC — 1

XX =0
-]
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Variable Aleatoria Discreta

Cuando los valores que toma una
variable aleatoria son finitos o
infinitos numerables se dice que es
discreta.

- Resultado obtenido al lanzar un dado
{1,2,3,4,5,6}
- Numero de veces que hay que lanzar
una moneda hasta obtener una CARA
{1,2,3,4, ...}
.-
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Distribucion de probabilidad

Sea { x,, Xx,, ..., x,} los valores que puede tomar la
variable aleatoria X. Se denomina distribucion de
probabilidad de la variable aleatoria a P( X=x; ) que
cumple:

“P(X=x)>0
.ZI=1P(X=XI) =1

X P(X=x)
0 — 1/4
1 — 1/2
2 — 1/4

N° de Caras al lanzar 2 monedas <
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Distribucion de probabilidad

p(X)

—h
N

1/4

0 1 2 3

N° de Caras al lanzar 2 monedas
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Lanzamiento de un dado

X P(X =x) ]
I 1/6 P9
2 1/6 7
3 1/6 —
- S S G . S— -
4 1/6 7
5 1/6 =
6 1/6 1 2 3 4 5 6
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Funcion de distribucion

La funcion de distribucion Fy (X ) de una variable aleatoria
X se define para todo numero real x como:

Fyo(x)=Py(XSx)

Ejemplo. X = Numero de caras al lanzar 2 monedas

X Fy(x)

(-,0) O v

[0,1) 1/4 L —
[1,2) 3/4 e

[2,00) 1 1/45
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1 oo - O——l
3/4 : .,
o Funcién de
s ] Distribuciéon
0 I 1 I 2 I :IS
X
112 ° .. .,
i Distribucion
] puntual de
1/4 oqe
i [ l probabilidad
o 1 2 3
X
- |
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Lanzamiento de un dado

Fx) |
1: ------------------------------------------ —p
4 X P(X =x)
1 1 1/6
L 2 1/6
. 3 1/6
P 4 1/6
. 5 1/6
_ 6 1/6
1/6_

Probabilidad y variable aleatoria 54




Una funcién F(x) es una funcién de distribucion
si y s6lo si cumple las siguientes condiciones:

a. [im F(x)=0 y Ilim F(x)=1.

X——o0 X—>+o0

b. F(x) esuna funcion no decreciente.

c. F(x) escontinua por la derecha:
Vh>0, {ZingF(x+h) = F(x).
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Variable aleatoria continua

Una variable aleatoria X es continua si su
funcidon de distribucion F, ( x ) es
COﬂtInuao F(x)

X 4

0.75 0.25

0.50

Fy(x)=x, xe]0,])
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Funcion de densidad

La funcion de densidad de probabilidad
fy(x) de una variable aleatoria continua X
es la funcion que verifica

Fo@)=[ fe@adt, V.
Si Fy(x) es derivable, ademas

O Fe)= £,
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F(x)
Funcién de distribucion

Fy(x) =x, xe[0,1)

fx)

Funcidén de densidad

! filo) =1, xe[0,1]

T T T T 1
0 0,5 1 1,5
X
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Una funcion fy (x) es una funcion de densidad
de probabilidad de una variable aleatoria X si y
solo si cumple:

a. f,(x)=0para todo x.

b. [ fe(x)dx=1.
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Esperanza

Se define esperanza o media de una
variable aleatoria discreta X'y se representa

por E[X] al valor

E[X1=Y xP(X =1,

Ejemplo: Lanzamiento de un dado

E[X]:lxl+2xl+3xl+4xl+5xl+6xl:3.5
6 6 6 6 6 6

116 Centro de la
distribucion de

] a1 s ' probabilidad

X

*
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Esperanza

Se define esperanza o media de una variable aleatoria
continua X con funcién de densidad f,(x) y se representa
por E[X] al valor

(o]

E[X]= jfo(x)dx.

—0Q

Ejemplo : Distribuci 6n uniforme f,(x)=1, 0<x <1
1 2 !

E[X]= [xx1dx :)"2

0

1

0

; Centro de la
distribucion de
probabilidad
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Propiedades de E[X]

* Transformaciones lineales Y = a X+b
(a 'y b constantes)

ElaX +b]l=aE[X]+b

-
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Varianza

Sea X una variable aleatoria con
media |, se denomina varianza a

Var (X)=E[(X-p)?].

* Variable aleatoria discreta
Var[ X]= i(x—,u)zP(X:x).

X=—00

* Variable aleatoria continua
Varl X]1= [ (x—p) fy(x)dx
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Propiedades de la varianza

1. Var(X)=E[(X —u)’]
=E[X*]- 1.

2. Var(aX +b)=aVar(X)
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Ejemplos

Lanzamiento de un dado
2 1 2 1 2 ]- 2 ]- 2 1 2 1 2
Varl X1=1"X-+2"X-+3 X +4"X - +5 X +6"%x)—(3.5)
6 6 6 6 6 6
_35
12

Distribucion uniforme

Var[X] = [x* x1dv—(1/2)
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Desigualdad de Tchebychev

U-k o Y7 Utk o
Para cualquier variable aleatoria
U=E[X] o’ =Var[ X]

P(X—,uSkO')>l—klz.

Probabilidad y variable aleatoria 66




Momentos de una V.A.

Momentos respecto al Origen| |Momentos respecto a la media
1, = E[X°] a, = E[(X —p)*]= 0
M, =E[X"] a,=E(X-u)"]
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Transformaciones no lineales
=h(y)

Desarrollode Taylor para z = A(y) en 1 = E[y]

z=h(u)+h' )y - i) +%h"(ﬂ)(y - w)?

La media y varianzas de z son aprox.
1

Elz] = h(p)+ Sh'(p)Var(y)

Varlz] = [ () Var[y]
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Transformaciones

Dada una variable aleatoria X con funcion
de densidad f, (x) vamos a ver como se obtiene
la funcion de densidad f, () de la variable
aleatoria Y, definida como
Y = g(X)

Casos a considerar :

* La funcion g es mondtona creciente

* La funcion g es monotona decreciente

* La funcion g no es monotona
-
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Funcion g creciente

F,(y)=P(Y <y)
=P(g(X)<y)
=P(X<g'(»)

=Fy(g”
-J (")

_\/ - ] dF
= 0

_dg'(»)
dy

X f (g7 (»)
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Funcion g decreciente

F,(y)=PY <y)
=P(g(X)<y)
=P(X2g7(»))

' J =1-F,(g"'(»))

x=g) fy(y)=;y(y)
gl o _
-8 U r(e )
Yy
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Funcidon monotona

dg'(y)
dy

fr(y)= X fe(g7 (»)
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Transformacion no monodtona

NV

I_\ﬂl ,

E,(y)=PY<y)
=P S X<x)+Px;<X<x,))+P(x; <X <x,)
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Ejemplo de transformacion

El radio de una esfera es una variable
aleatoria cuya funciéon de densidad es

fr(x)=3x", 0<x<l1.
¢,Cual es la funcién de densidad del volumen?

Y =Volumende la esfera
| d _ _
4 37 ) S =g (Mxfi(g" ()
Y="zX'=X=|" dy
3 iy 3 4
4 3y ) Tan’ OSySf.
_ 3 /3
g)="7x=g 1<y)=(y] ;
3 4
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Jn caso muy relevante del
problema inverso

Dadas:

1) Una variable aleatoria x con distribucién
uniforme (0,7)

2) Una variable aleatoria y con funcion de
densidad f,(y)

Encontrar la transformacion y=g(x) que convierte
xeny
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Solucién del problema

dg ' (y)_
iy =fy(»)

g(x)=F, " (x)
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Representacion grafica con
ejemplo

Sy =, 1=03
X =0,65,y=—(1/A)log(1—x)=3.5

111111111111
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Aplicacion: Simulacion de
Monte Carlo

Simulacion con ordenador de procesos
aleatorios; tiene dos vertientes:

1) Pedagodgica: como herramienta para entender
mejor los modelos de probabilidad

2) Computacional: herramienta muy potente para
resolver problemas no abordables por métodos
convencionales
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Ejemplo de problema resuelto
por simulacion de Monte Carlo

Problema de los cumpleanos:

1) Se generan al azar con distribucién uniforme
discreta en 1,2,..,365, r valores (fechas de
nacimiento de las r personas)

2) Se cuenta el numero de coincidencias

3) Repitiendo N veces los pasos 1 y 2, se
obtiene una aproximacion de la distribucién del
numero de coincidencias
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